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_—_ -- serie E - 0 - .. tale a rima 


‘ SCIENTIA,, a cté fondée en vue de contrebalancer les 


fàcheux effets: de la spécialisation scientifique è outrance. Elle ne 
traite que des sujets d’ordre tout à fait général et vise surtout 
aux rapports qui unissent les différentes sciences entre elles: elle 
tend par là è la sinthétisation et unification de la science. Par 
ses Articles se rapportant aux branches les plus diverses de la 
recherche théorique, depuis les mathématiques jusqu’à la  socio- 
logie, par ses Notes Critiques sur les questions fondamentales le 
plus è l’ordre du jour, par ses Comptes Rendus de tous les ouvra- 
ges scientifiques d’intérét général, par ses Kevues Générales des 
derniers progrès dans chaque branche de la science, par ses Ana- 
lyses des articles les plus importants parus sur les autres princi- 
paux périodiques de tout le monde, par sa Chronique des Congrès 
et de tous les autres événements de haute importance scientifique, 
— elle cherche en outre è. donner l’idée la plus complète de EGL: 
semble du mouvement scientifique contemporain. 

‘ SCIENTIA,; fait appel, pour le développement de son 
programme, è la coopération des antorités scientifiques les plus 
éminentes de tous les pays. L’accueil favorable qu'elle a rencontré 
auprès de celles-ci, la collaboration tout-à-fait internationale et de 
premier ordre qu'elle a réussi à s’assurer, et la diffusion si large 
qu'elle a gagnée en peu de temps dans tout le monde ont démontré 
combien son programme correspondait è un vrai besoin du monde 
savant actuel. 

SCIENTIA,, publie ses articles dans la langue de leurs 


auteurs. Mais nu texte. principal est joint un supp/ément avec . 


la traduction frangaise de tous les articles originaux al- 
Jemands, anglais et italiens. Toutes les autres rubriques sont 
en francais ou, elles aussi, traduites en frangais. 


(Pour les renseignements aux auteurs è Ret fl e e 
et /es abonnements. voir la page 3 de Ja couverture) 
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PARTE PRIMA: 


Il ragionamento matematico nelle sue fasi 
del simbolismo diretto e indiretto. 


Nei tre articoli precedenti! abbiamo analizzato la natura 
del ragionamento e ne abbiamo seguito l’evoluzione nel suo 
duplice aspetto, cioè del passaggio dal ragionamento concreto 
a quello astratto, e del passaggio dal ragionamento elementare, 
intuito di getto, a quello sempre più complesso, costituito da 
una serie più o meno lunga di ragionamenti elementari fra 
loro concatenati. 

Abbiamo visto il ragionamento non consistere, in sostanza, 
che in operazioni od esperienze, che ci limitiamo ad eseguire 
coll’immaginazione, perchè di ciascuna già conosciamo il ri- 
sultato, il quale viene ora per così dire constatato solo men- 
talmente. 

Abbiamo visto i « concetti » non essere altro che classi o 
gruppi di fenomeni o di oggetti, sia pure fra loro differenti 
quanto si vuole nel loro aspetto esterno, ma fra lorò equiva- 
lenti rispetto a questo o a quel fine, o rispetto al risultato che 
sì ha di mira colle esperienze semplicemente pensate, costi- 
tuenti il ragionamento. Ridotti questi fenomeni od oggetti 
a quel solo attributo che li rende equivalenti rispetto a questo 
risultato perseguito dal ragionamento, il relativo concetto viene 


® Vedi E. RiGnano, Che cos'è il ragionamento?, « Scientia », 1913, xxvII-1, 
pag. #-69; Lo STESSO, L'evoluzione del ragionamento. Parte 1: Dal ragiona» 
mento concreto a quello astratto, « Scientia », 1913, xxx4, pag. 67-89; LO STESSO, 
L'evoluzione del ragionamento. Parte 11: Dall’intuizione alla deduzione, « Scien- 
tia », 1913, xxxI-b, pag. 213-239. 
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così ld essere rappresentato da un fenomeno od oggetto unico 
schematizzato, il quale trasforma il ragionamento stesso da 
concreto ad astratto; e tale ragionamento astratto — le cui 
operazioni od esperienze, semplicemente immaginate, relative 
a questo fenomeno od oggetto così schematizzato, non cessano 
di presentarsi alla mente come « materialmente tangibili » non 
meno di prima — vale allora per tutti i singoli ragionamenti 
concreti, che altrimenti dovrebbero venire eseguiti su ciascuno 
dei fenomeni od oggetti compresì nel rispettivo concetto. 

Abbiamo visto, infine, come la formazione di nuovi con- 
cetti o la estensione di concetti antichi, — per la scoperta che 
implica di nuove categorie di oggetti, equivalenti rispetto ai 
risultati di determinate operazioni, — aumenti per ciò stesso il 
numero delle esperienze di cui si conoscono in precedenza i 
risultati, e aumenti, conseguentemente, in grazia di questa 
conoscenza preventiva «dei rispettivi risultati, il numero delle 
esperienze medesime suscettibili di venire esegnite solo men- 
talmente; e come, nel tempo stesso, la schematizzazione dei 
fenomeni od oggetti, implicita in questa formazione nuova o 
in questa estensione maggiore dei concetti, rendendo più sem- 
plici le operazioni od esperienze da esegnirsi su di essi, faciliti 
la rappresentazione mentale di lunghe serie di queste ultime, 
fra di loro concatenate nelle più varie guise. Di guisa che, 
per tale duplice motivo, conseguenza finale del passaggio dal 
ragionamento concreto a quello astratto sia l’applicazione, resa 
possibile in sempre più larga misura nella scienza, del metodo 
deduttivo. 

Ci resta ora perciò, — quasi diremmo a riprova della va- 
lidità di questi risultati ora qui riassunti, ottenuti nei su citati 
tre nostri studî precedenti, — di passare all’esame, sempre dal 
punto di vista prettamente psicologico, del procedimento logico 
quale si manifesta nelle sue forme più elevate, rappresentate 
dal ragionamento matematico. 

Sceglieremo, all’uopo, quattro fasi o momenti soltanto fra 
i più caratteristici dell’evoluzione di quest’ultimo, che potremo 
chiamare, rispettivamente, del simbolismo diretto, del simbo- 
lismo indiretto, della condensazione simbolica e della inver- 
sione simbolica. Questo ci permetterà anche di indagare le 
ragioni delle difficoltà speciali che lo studio delle matematiche 
presenta ai più, di mettere nel tempo stesso in evidenza il va- 
lore e l’importanza psicologica del simbolismo da esse ado- 
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perato, e di riconoscere così il valore e l’importanza diversi 
che il simbolismo ha nelle matematiche propriamente dette in 
confronto del valore e dell'importanza che esso può avere nella 
cosiddetta logica matematica. 


Il ragionamento matematico nella sua fase 
del simbolismo diretto. 


Dal puro operare l’uomo è passato solo a grado a grado 
al puro ragionare, per mezzo di serie miste costituite da espe- 
rienze effettivamente eseguite, alternate con altre semplicemente 
immaginate. E sono stati la geometria e il calcolo aritmetico 
che, nella scienza, hanno assunto per primi questo carattere 
misto e preparato così il terreno allo sbocciare e al fiorire più 
rigoglioso del puro ragionamento. 

Le dimostrazioni geometriche, infatti, come già abbiamo 
visto nei su citati nostri studî precedenti, sono vere dimostra- 
zioni sperimentali, vere catene di esperimenti, in cui, se la 
maggior parte di questi ultimi sono semplicemente pensati, 
altri però sono effettivamente eseguiti: « È appunto in questo 
campo così semplice, fertile e facilmente accessibile della geo- 
metria, — scrive il Mach, — che ha cominciato a svilupparsi 
il metodo tanto dell’esperimento fisico che di quello mentale ».! 

Ma l’importanza della geometria non ha consistito soltanto 
nel preparare il passaggio dal puro operare al puro ragionare, 
bensì nell’abilitare e predisporre la mente al ragionamento 
astratto. Ciò che, infatti, caratterizza la geometria greca ri- 
spetto alla babilonese ed egiziana è appunto la generalizzazione 
della dimostrazione, il vedere nel triangolo disegnato, — sul 
quale sono state eseguite, in parte effettivamente ed in parte 
solo mentalmente, date operazioni geometriche conducenti alla 
constatazione, oculare o mentale, di dati risultati, — non già 
un triangolo particolare, bensì lo « schema » valevole per tutti 
quanti i triangoli; il riconoscere, cioè, l'equivalenza di tutti i 
triangoli rispetto ai risultati della dimostrazione stessa; e il 
dar luogo così alla formazione di concetti geometrici, i primi 
a svilupparsi nella storia della scienza. * 


* Ernst MacH, Erkenntnis und Irrtuwn, Barth, Leipzig, 1906, pag. 198. 

* Cfr. G. MiLHaub, Les origines des sciences mathématiques dans les civili- 
saltions orientales el égyptiennes: L’apport de l'Orient dans la science grecque; 
in: Nouvelles éliules surl’histoire de la pense mathématique, Alcan, Paris, 1911, 
pag. 123-124. i 
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Se le operazioni geometriche assunsero così solo tardi, 
presso i Greci, il loro carattere generale ed astratto, in com- 
penso la proporzione di quelle semplicemente pensate rispetto 
alle altre effettivamente eseguite andò allora rapidamente cre- 
scendo, senza tuttavia arrivare ad escludere mai completamente 
queste ultime (p. es., tracciamento di linee ausiliarie e consta- 
tazione oculare di alcuni dei risultati così ottenuti). 

Le operazioni di calcolo, invece, assunsero assai più per 
tempo un carattere astratto — di operazioni eseguite sull’og- 
getto schematizzato « unità » —; ma, viceversa, rimasero più 
a lungo allo stadio di operazioni quasi tutte effettivamente 
eseguite. Soltanto in seguito divennero esse pure serie miste 
di operazioni in parte effettivamente eseguite ed in parte sem- 
plicemente pensate; e presto allora passarono allo stadio di 
serie di operazioni tutte quante semplicemente pensate; stadio, 
questo, non mai raggiunto dalla geometria. 

Il calcolo aritmetico ha, infatti, come è noto, cominciato 
ad essere una serie di « contazioni », ciascuna « contazione » 
essendo alla sua volta non altro che l’operazione materiale di 
ordinamento degli oggetti da contare în corrispondenza di una 
serie già ordinata di altri oggetti; serie, quest’ultima, sempre 
la stessa per tutte quante le « contazioni » (dita delle sole mani, 
dita delle mani e dei piedi, e simili). 

Contazioni di un numero di oggetti, superiore al numero 
degli oggetti componenti la serie di confronto, incontrarono 
perciò difficoltà grandissime ad essere eseguite, fino a che non 
sì ricorse al sistema di suddividere materialmente gli oggetti 
da contare in tanti gruppi, ciascun gruppo contenendo preci- 
samente il numero massimo di oggetti suscettibile di essere 
«contato », e poi di « contare » i gruppi stessi. Metodo, que- 
sto, di divisione in tanti gruppi, che, esteso dagli oggetti ai 
primi gruppi di questi oggetti, e poi ai gruppi dei gruppi, 
forma tuttora, come è noto, la base della nostra contazione 
decimale. 

Addizioni e sottrazioni di gruppi di oggetti già « contati » 
dovettero per necessità di cose venire di frequente material- 
mente eseguite; e i nuovi gruppi così ottenuti, sottoposti a 
nuove « contazioni », permisero di constatare ocularmente i rì- 
sultati di queste addizioni e sottrazioni materiali. 

: Per facilitare tutte queste operazioni si può far corrispon- 
dere a ciascun oggetto, su cui si dovrebbe operare, un altro 


Kt /QMMOBe, Jemi. lalla Ca iii a 
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oggetto più facilmente maneggiabile e trasportabile. Sorsero 
così le « tavole da calcolare » o « abbachi » (@8e5, abacus), dalle 
primissime dell’antica Cina e degli antichi Peruviani a quelle 
decimali più perfezionate degli Egiziani, dei Greci e dei Ro- 
mani, i cui filari di pietruzze (calculi) rappresentavano, a se- 
conda del loro ordine e a seconda del numero di pietruzze 
spostato in ciascun filare, il numero dei gruppi e dei gruppi 
di gruppi in cui tutti gli oggetti da contare venivano suddi- 
visi. Con questi abbachi, le operazioni di addizione e di sot- 
trazione e di conseguente nuova contazione, rese più spedite, 
continuarono, in parte, ad essere effettivamente eseguite; ma 
per una parte sempre maggiore poterono venire eseguite solo 
mentalmente, grazie ai risultati già noti che le medesime ope- 
razioni, materialmente eseguite, avevano dato nel passato; 
finchè, per aumentare ancora la misura del vantaggio così ot- 
tenuto, si passò ad imparare a memoria delle tabelle già com- 
pilate, come l’antica e diffusissima piccola tabella d’addizione 
arrivante a 9+ 9. 

Agevolarono grandemente il passaggio all’esecuzione sem- 
plicemente mentale delle varie operazioni di addizione e sot- 
trazione, già dunque eseguite dapprima materialmente colle 
pietruzze dell’abbaco, due sorta di invenzioni notevolissime in 
fatto di rappresentazione simbolica; ambedue, sembra, dovute 
agli Indiani: Anzitutto, quella di simboli grafici denotanti ri- 
spettivamente i vari numeri di pietruzze che potevano venire 
a trovarsi spostate sul rispettivo filare; e poi l’invenzione dello 
zero che permise di disporre questi simboli grafici uno accanto 
all’altro, nell’ordine stesso dei varî filari dell’abbaco, anche 
quando nessuno spostamento di pietruzze avesse avuto luogo 
in qualcuno di questi filari, permettendo così ad ogni numero 
di più cifre di rappresentare esattamente, — senza bisogno di 
alcuna indicazione speciale accanto a ciascuna cifra, — il cor- 
rispondente stato di distribuzione delle pietruzze nell’abbaco 
stesso. 

Anche di quelle sorta particolari di addizioni e sottra- 
zioni, infine, consistenti nell’addizione e sottrazione ripetuta 
un dato numero di volte sempre del medesimo numero di 
oggetti (moltiplicazione e divisione), i risultati finirono, seb- 
bene molto più tardivamente e molto più difficilmente, a im- 
primersi essi pure nella memoria; e fu possibile così riassu- 
merli in altre apposite tabelle, di cui la cosiddetta tavola pita- 


8 “ SCIENTIA ,, 


gorica è l’esempio classico. E dalla moltiplicazione e divisione, 
una volta rese così sufficientemente famigliari, — e pel tramite 
dapprima delle frazioni radicali, cioè aventi per numeratore 
l’unità, che, p. es. presso gli antichi Egizi, si presentavano di 
per sè materialmente, nella misurazione dei successivi « avanzi » 
delle lunghezze non multiple esatte della unità di misura, col 
ripiegamento doppio, triplo, ecc., del nastro costituente ap- 
punto tale unità di misura, — fu possibile allora di passare, 
assai lentamente però, dal calcolo dei numeri interi a quello 
dei numeri frazionarî, i quali corrispondono essi pure non meno 
degli interi a quella realtà fisica del frazionamento di cui sono 
suscettibili una quantità di oggetti naturali. 

Cosicchè il calcolo aritmetico oggi ormai non consta che 
di una serie di operazioni, tutte già materialmente eseguite 
nel passato, ed ora invece tutte eseguite solo mentalmente. Ma 
la lunga e lentissima evoluzione di questo passaggio, le diffi- 
coltà incontrate dai popoli primitivi per arrivare a « contare » 
un numero di oggetti superiore al numero delle dita della 
mano o delle due mani o delle mani e dei piedi, la lenta evo- 
luzione degli abbachi e il loro perdurare stesso in tempi rela- 
tivamente a noi recenti, la compilazione tanto tardiva e per 
tanto tempo oltremodo imperfetta delle « tabelle » mnemoniche 
di addizione e poi di quelle di moltiplicazione, la lentissima 
evoluzione del calcolo frazionario, tutto ‘ciò sta a denotare le 
difficoltà grandissime che l’uomo ha dovuto superare per sco- 
prire empiricamente, uno ad uno, i varî risultati di date ope- 
razioni di calcolo, prima di potere arrivare a compiere queste 
operazioni solo mentalmente. ! 

Nel tempo stesso questo denota come «le proprietà dei 
numeri siano dipendenti dall’esperienza, nel medesimo preciso 
senso che quelle geometriche dello spazio ».? 

A noì importa qui di rilevare come gli oggetti di quella 
serie ordinata in corrispondenza dei quali venivano material- 
mente disposti gli oggetti concreti da contarsi, pel fatto ap- 
punto di essere sempre i medesimi quale che fosse la specie 
di questi ultimi, dovette agevolare la constatazione che i ri- 
sultati del calcolo erano sempre gli stessi, indipendentemente 


! Cfr., p. es., H. G. ZeuTHEN, Die Mathenmatik im Altertum und im Mittel- 
alter (« Die Kultur der Gegenwart », Teil 1TI, Abteilung I, Lieferung I), Teubner, 
Leipzig, 1912, pag. 6-14. 

? W. WuxpT, Logik, 3. Auflage, I. Band, Enke, Stuttgart, 1906, pag. 488-489. 
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dalla natura di questi oggetti da contarsi; cioè a dire, che, ri- 
spetto ai risultati del calcolo, qualsiasi sorta di oggetti con- 
creti era equivalente a qualsiasi altra; e tale constatazione do- 
veva quindi di per sè condurre, come infatti condusse, molto 
per tempo, al concetto di unità (e quindi a quello di « nu- 
mero astratto » che ne deriva), cioè di oggetto schematizzato 
(dita della mano, pietruzze dell’abbaco, ecc.), rappresentante 
indifferentemente tali o tali altri oggetti concreti (capi di be- 
stiame, guerrieri della tribù, ecc.): « Il termine estremo del- 
l’astrazione numerica è la nozione di unità. Ciascuna unità 
è supposta identica a un’altra unità, cioè a dire la mente non 
si arresta più sopra alcuna determinazione specifica, sopra alcun 
carattere intrinseco della cosa, essa non conosce più niente del- 
l’oggetto all’infuori del fatto di considerarlo come oggetto ».! 

Ma questo termine estremo dell’astrazione numerica, l’u- 
nità, non cessò per questo di essere un oggetto, generalissimo 
o schematizzato quanto si voglia, ma pur sempre materialmente 
tangibile, quali erano appunto le dita della mano o le pietruzze 
dell’abbaco. E le operazioni di calcolo aritmetico furono così, 
per lunga epoca, delle operazioni astratte e nel tempo stesso ma- 
terialmente eseguite. 

Ma, come vedemmo, dall’essere le operazioni di calcolo da 
principio tutte operazioni materialmente eseguite, passarono 
poi gradualmente ad essere serie miste di operazioni in parte 
materialmente eseguite ed in parte semplicemente pensate, per 
arrivare infine ad essere, come lo sono oggi, serie di opera- 
zioni tutte quante semplicemente pensate; senza che in questo 
successivo passaggio venisse affatto a mutarsi il loro carattere 
di operazioni materialmente eseguibili o materialmente pensa- 
bili, che esse possedevano fino dal principio malgrado il loro 
carattere astratto. * 


Veniamo ora al passaggio dall’aritmetica alla prima fase 
dell’algebra, — alla fase, cioè, anteriore all’introduzione dei 
numeri positivi e negativi. Come è noto, esso sì compie per 
un processo di astrazione ulteriore, del tutto simile a quello 


1 Léon BrunscHviIcG, Les étupes de lu philosophie mathématique, Alcan, 
Paris, 1912, pag. 479. 

? Cfr. JoHn STUART Mint, A System of Logic ratiocinative and inductive, 
Seventh Edition, Longmans Green, London, 1868, Vol. I, pag. 284 e seg. 
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ora visto che ha costituito il passaggio dai numeri concreti ai 


i i 1 
numerì astratti: Prendiamo, p. es., il numero 8 e la frazione FÉ 
aggiungiamo 1 ad ambedue; la somma maggiore così ottenuta 


Cd 


(3 + 1= 9) contiene la minore ( +1= 


7) esattamente 8 


volte. Ora questa proprietà è posseduta da ogni numero, non 

dal numero 8 soltanto. Quindi se denotiamo con « un nu- 

mero qualsiasi, si ha sempre: 
a+10 


1 
Rea 


1 


Rispetto al risultato espresso da tale formula, come ri- 
spetto agli altri risultati consimili perseguiti dal calcolo alge- 
brico, tutti i numeri aritmetici astratti sono dunque fra loro 
equivalenti; e « numero algebrico » è appunto il termine che 
sì adopera per esprimere indifferentemente uno qualsiasi di 
essi, cioè a dire per esprimere il numero aritmetico astratto 
« schematizzato ». 

La differenza fra il calcolo algebrico e quello aritmetico, 
— prima, ripetiamo, dell’introduzione nel primo dei numeri 
positivi e negativi, — sta per conseguenza in questo: che 
mentre il calcolo aritmetico consta di operazioni concrete su 
oggetti astratti (quali, per es., le pietruzze dell’abbaco rappre- 
sentanti l’« unità » schematizzata), in quello algebrico, invece, 
le operazioni stesse sono astratte, cioè rappresentano ciascuna, 
non già una sola ben determinata operazione, ma infinite ope- 
razioni, equivalenti rispetto a un dato risultato. 

La difficoltà psicologica ad elevarsi a tale astrazione ul- 
teriore è dunque della stessa natura di quella che s'incontra 
nella geometria quando in una data operazione eseguita p. es. 
sopra un dato triangolo si deve vedere, non già questa sola 
operazione, ma tutte le infinite operazioni consimili eseguite 
su altrettanti infiniti triangoli, e tutte equivalenti tra loro 
rispetto al risultato ottenuto dalla dimostrazione eseguita sul 
triangolo particolare disegnato sul foglio. ? 


® Cfr. PHtLip E. B. Jourparn, Re Nuture of Mathematics, Jack, London, 
1910, pag. 30, 32-33. 

? Cfr. E. GoBLoT, La démonstration mathématique, « Année Psychologique », 
quatorzièeme année, Alcan, Paris, 1898, pag. 272, 275-276. 
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In questo, anzi, l’algebra ha un grande vantaggio rispetto 
alla geometria, consistente nel fatto che coi suoi simboli letterari 
essa riesce a mettere bene in evidenza le qualità generali degli . 
oggetti su cui opera e ad eliminarne le qualità particolari. Mentre 
il geometra, intatti, per estendere a tutti i triangoli in genere 
i risultati di una dimostrazione eseguita sopra un dato trian- 
golo particolare, deve sorvegliare ad ogni passo della dimo- 
strazione che essa sia ottenuta, e poi tener sempre presente 
che essa è stata ottenuta, senza mai far ricorso nè al valore 
“particolare dei singoli angoli, nè alla lunghezza assoluta o 
relativa dei singoli lati, e così via, -— nè può, per mettere in 
evidenza questo, fare ricorso « un simbolo del triangolo o di 
qualsiasi altra figura geometrica, che scarti di per sè gli ele- 
menti particolari da cui la figura stessa può venire caso per 
caso ad essere formata, — l’algebrista, invece, pone subito in 
evidenza che un dato risultato d’una data dimostrazione è 
indipendente dal valore particolare dei numeri sui quali ha 
operato, grazie al rappresentarli che fa, prima della dimostra- 
zione stessa, a mezzo dei noti simboli alfabetici. 

Qui c’'importa sopratutto di rilevare che eiascuna delle 
infinite operazioni particolari, rappresentate da una data ope- 
razione algebrica, resta però pur sempre un’operazione di cal- 
colo aritmetico vero e proprio, cioè un’operazione material- 
mente eseguibile ed eseguita solo invece mentalmente; e che, 
quindi, esclusivamente di tali operazioni viene ad essere co- 
stituito anche il calcolo algebrico stesso. Il quale, perciò, 
— prima, lo ripetiamo ancora, dell’introduzione dei numerì 
positivi e negativi, — non è che la simbolizzazione, a mezzo 
di opportune formule, di una lunga serie di tali operazioni 
od esperienze quantitative, materialmente eseguibili ed ese- 
guite solo mentalmente, concatenate le une alle altre. 

Questo carattere delle espressioni algebriche di rappre- 
sentare, non già una sola operazione esprimente lo stabilirsi 
di una relazione quantitativa soltanto, bensì infinite opera- 
zioni consimili, equivalenti rispetto a un dato risultato, è ciò 
che fa sì che l’algebra si presti meravigliosamente ad espri- 
mere tutte quelle «leggi naturali » che reggono le relazioni 
quantitative fra i fenomeni e a dedurre tutte le più lontane 
conseguenze che derivano «da queste leggi. Infatti, appunto 
perchè «leggi » reggenti le relazioni quantitative fra i feno- 
meni, esse valgono, non già soltanto per questo o quel valore 
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particolare dei fenomeni stessi, bensì per tutta un’infinita serie 
di tali valori particolari. ! 

Ogni formula algebrica od uguaglianza fra formule alge- 
briche viene allora a costituire, come bene avverte il Mach, 
una specie di regola compilativa (eine Herstellungsregel) di 
una sterminata tabella riassumente l'andamento di un dato 
fenomeno in tutte le sue manifestazioni particolari; regola 
compilativa, che fornisce così, già belli e pronti, con grande 
«economia » di tempo e di lavoro, i singoli risultati di un’in-- 
finità di operazioni od esperienze fisiche che eventualmente 
possano da noi venire eseguite mentalmente. ? 

Così, p. es., la formula algebrica che esprime la legge di 
Newton dell’attrazione è la traduzione del fatto generale della 
gravità in un INBuaggio che ne esprime anche tutti i casì 
particolari. * 

Questo stesso carattere delle espressioni algebriche di rap- 
presentare, non già un'operazione di calcolo aritmetico sola, 
bensì infinite operazioni equivalenti rispetto a un dato risul- 
tato, fa sì che quando già si pervenga a dimostrare la ugua- 
glianza di date o complicate con altre più semplici, 
— p. es. uguaglianza 5 opa a— b, — questo costituisca, 
come fa rilevare il Mach, una grande « economia del conteg- 
gio », in quanto permette di risparmiare tutte quelle partico- 
lari serie di calcolo aritmetico, ciascuna delle quali condur- 
rebbe, per suo conto, alla verificazione dell’uguaglianza me- 
desima nel caso particolare da essa rappresentato. 4 

Il fatto, infine, che l’algebra, in ciò più fortunata della 
geometria, è riuscita a mettere in evidenza, coi suoi simboli 
letterali, le qualità generali degli oggetti su cui opera e ad 
eliminarne le qualità particolari è ciò che ha permesso e fa- 
cilitato la « meccanizzazione » del calcolo algebrico stesso. 

Con ciò non vogliamo tanto alludere all’aiuto e al « ri- 
poso » che l’algebra, come qualsiasi altro metodo di notazione 
simbolica in genere, dà al ragionatore nel tener dietro a tutta 


! Cfr. PH. E. B. JouRrpaln, op. cit.: The Nut. of Math., pag. 47-48 

3 Ernst MAcH, Die Meckanik in ilhrer Entwicklung historisch-kr stachi dar- 
gestellt, Siebente Auflage, Leipzig, Brockhaus, 1912, pag. 137-138 e 461. 

* G. MitHaup, Descartes et Newton, in op. cit.: Nov. ét. sur l’hist. de la 
pensée scient., pag. 222. 

‘+ E. MacH, op. cit.: Die Mechanik etc., pag. 4062; LO STESSO, op. cit.: £- 
kenntnis u. Irrltn, p. 328. 
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la storia delle operazioni od esperienze, eseguite mentalmente, 
costituenti un dato qualsiasi ragionamento. Non è che troppo 
noto, infatti, come il ricorso ad appropriati simboli, relativi 
alle varie operazioni e ai rispettivi risultati, liberi la mente 
del ragionatore dal bisogno e dallo sforzo di tenere sempre 
vivo dinanzi a sè il ricordo dei risultati precedenti, che poi 
gli serviranno in seguito quando il « filo del ragionamento » 
lo condurrà ad eseguire mentalmente altre operazioni od espe- 
rienze concatenate con questi risultati; e come questo impe. 
disca inevitabili dimenticanze, che altrimenti si avrebbero di 
alcuni di questi risultati già ottenuti, e inevitabili conclusioni 
illogiche relative. 

Intendiamo piuttosto alludere al fatto che, grazie alla ge- 
neralità stessa dei simboli algebrici e delle relative operazioni 
che essi stanno a rappresentare, queste operazioni occorrono e 
sì ripetono sempre le medesime in un numero grandissimo di 
occasioni; il che rende possibile e facilita la scoperta di date 
regole per la manipolazione pratica di questi simboli, confor- 
mandosi e affidandosi alle quali si può essere sicuri di arrivare 
alla conclusione giusta del ragionamento, senza più pensare af- 
fatto al significato dei simboli stessi. Ciò che produce un con- 
seguente notevolissimo risparmio di tempo e di fatica mentale.! 

« Si è spesso fatto osservare, — scrive Pierre Boutroux, — 
che le matematiche, opera dell’intelligenza attiva, tendono a 
rendere l’intelligenza inutile, riducendo i ragionamenti a delle 
regole che si lasciano applicare passivamente ».* 

« Questa manipolazione dei simboli algebrici che, nel più 
largo significato della parola, si può chiamare il calcolo, pre- 
suppone — scrive alla sua volta il Duhem — in colui che la 
crea come in colui che la impiega, non tanto la potenza di 
astrarre e la capacità di svolgere con ordine i propri pensieri, 
quanto l’attitudine a rappresentarsi le combinazioni diverse 
e complicate che si possono formare con certi segni visibili 
e tracciabili, a vedere di colpo le trasformazioni che permet- 
tono di passare da una combinazione all’altra ».* 


! Cfr. J. StuaRT MILL, op. cit.: A System of Logic, vol. II, pag. 260; E. MacH, 
op. cit.: Erk. u. Irrtum, pag. 182: Pu. E. B. JouRrDpaIN, op. cit.: Tke Nat. of 
Math., pag. 20, 53. 

? Pierre BouTROUX, L'’'évolution des matliématiques pures, « Scientia », 1909, 
x1-3, pag. 3-5. 

® Pierre DoHEM, La théorie physique, son objet et sa structure, Chevalier 
& Riviéère, Paris, 1906, pag. 98-99. 
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Alle esperienze semplicemente immaginate, rappresentate 
dalle trasformazioni algebriche, si aggiungono, così, nuove 
esperienze effettivamente eseguite, costituite dalle trasforma- 
zioni algebriche stesse. Ciò che rende possibile la constata- 
zione oculare o scoperta empirica di continui nuovi risultati 
di queste manipolazioni di formule, i quali si risolvono alla 
loro volta in altrettanti risultati nuovi del ragionamento rap- 
presentato appunto da tale calcolo algebrico: « Nella mate- 
matica l’esperienza prende spesso un significato speciale, come 
quando si riduce alla constatazione della forma di una espres- 
sione algebrica ».! ! 

Da ciò il grande valore che ha, anche nelle matematiche, 
quel « senso di posizione », che è caratteristico dei grandi 
giuocatori di scacchi, e che nell’algebra conduce a scoprire 
l’analogia fondamentale di date espressioni algebriche per 
quanto complicate e diverse nei particolari esse siano. * 

Date « situazioni algebriche », anche molto complesse, di- 
vengono così suscettibili di essere considerate conglobalmente, 
indipendentemente dai loro elementi costitutivi, e di essere 
conseguentemente rappresentate da nuovi appositi simboli. Le 
regole di trasformazione analitica, applicabili a questi simboli 
di grado superiore, scoperte e fissate a mezzo delle operazioni 
di calcolo che si sanno già eseguire sui simboli di grado in- 
feriore, permettono allora al matematico di procedere da ora 
in poi alle operazioni su tali simboli di grado superiore, senza 
più neppure preoccuparsi del significato che esse avrebbero 
se « tradotte » nelle operazioni equivalenti, ben più lunghe e 
complicate, espresse nei simboli di grado inferiore. 

A coloro che non riescono più a « vedere » dietro ai sim- 
boli superiori il complesso dei simboli inferiori e dietro ai 
simboli inferiori il complesso delle operazioni reali d’ordine 
generale da essi rappresentato, la matematica può allora sem- 
brare, veramente, di essersi del tutto emancipata da quelle 
antiche operazioni di calcolo materiali, prima effettivamente 
eseguite e poi semplicemente pensate, dalle quali ha spiccato 
il suo ardito volo. È chiaro tuttavia, come lo dimostrano gli 
stessi brevissimi cenni ora fatti sopra la origine e lo sviluppo 


1 G. MiLHauD, La pensée mathématique, son role dans l’histoire des idlées; 
in op. cit.: Now. ét. sur Vhist. de la pensde scient., pag. 24. 

* ALFRED A. CLEVELAND, The Psychology of Chess and of Learning to play 
it, «The American Journal of Psychology », July 1907, pag. 299. 
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del calcolo algebrico, che queste operazioni od esperienze an- 
tiche materiali continuano invece a costituirne pur Sinne 
l’intero ed unico sostrato. 

Senonchè, se così è, allora anche ogni passaggio o risul- 
tato intermedio di qualsiasi trasfortmazione algebrica non può 
a meno di avere, esso pure, più o meno direttamente o indi- 
rettamente, un significato «reale », cioè a diré empiricamente 
tangibile ed empiricamente esatto, in quanto rappresenta il ri- 
sultato di questa o quella tappa nella serie delle operazioni 
od esperienze materiali, semplicemente pensate, costituenti il 
ragionamento matematico esplicantesi in tale trasformazione 
algebrica. Invece, come a tutti è noto, alcuni risultati inter- 
medî del calcolo algebrico, presentantisi a primo aspetto come 
espressioni prive di alcun « significato reale », sembrarono nei 
secoli scorsi non avere tale requisito e trasgredire così a questa 
regola fondamentale di ogni e qualsiasi ragionamento. 

Lo studio pertanto di queste espressioni o quantità « im- 
maginarie », e un cenno delle difficoltà da esse incontrate 
prima di ottenere il pieno e indiscusso diritto di cittadinanza, 
non potranno mancare, sempre dal punto di vista prettamente 
psicologico dal quale ci poniamo in questi nostri studi sul ra- 
gionamento, di un certo interesse, e non saranno inutili al 
nostro scopo di spingere ancora più a fondo l’analisi della 
natura psicologica del ragionamento matematico in genere. 

Ma per procedere all’esame di queste quantità « immagi- 
narie », dovremo naturalmente dire prima alcune parole sui 
numeri positivi e negativi e sul simbolismo indiretto, che essi 
sono venuti a costituire, 


Il ragionamento matematico nella sua fase 
del simbolismo indiretto. 


È noto come, se non tutte le grandezze, un numero no- 
tevole almeno di esse, siano suscettibili di presentarsi sotto 
un duplice aspetto, che i matematici hanno appunto chiamato 
« positivo » e « negativo ». Un esercito di 100.000 uomini non 
può perderne in battaglia 120.000, ma un possessore di 100.000 
lire può perderne benissimo 120.000 al giuoco; da una botte 
contenente 10 litri di vino non possiamo toglierne 12 litri, 
mentre possiamo benissimo abbassarne di 12 gradi la tempe- 
ratura iniziale, anche se questa era di 10 gradi soltanto. Le 
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20.000 lire perse al giuoco in più di quelle che sono state po- 
tute pagare e i due gradi di raffreddamento ulteriore in più 
dei primi dieci rappresentano grandezze dello stesso genere 
di quelle iniziali, solo di « senso opposto ». 

A rappresentare queste grandezze fisiche, così suscettibili 
di una relazione di opposizione, non possono evidentemente 
più bastare i simboli aritmetici, nè i corrispondenti simboli 
algebrici, finchè anche questi si limitino, come gli aritmetici, 
a rappresentare semplicemente il numero delle unità di mi- 
sura che in tali grandezze sono contenute. Per fornire una 
rappresentazione simbolica di questi fatti fisici, suscettibili ad 
un tempo di « grandezza » e di « opposizione », è d’uopo ri- 
correre a un simbolismo geometrico, a mezzo di segmenti presi 
tutti sopra un’unica e medesima retta, la lunghezza dei quali 
fornisca la rappresentazione simbolica della grandezza del fatto 
fisico rispettivo, e la direzione dei quali fornisca rispettiva- 
mente quella dell’uno o dell’altro « senso », fra loro in oppo- 
sizione, che il fatto fisico stesso è suscettibile di assumere. 

Stabilita questa rappresentazione simbolica, di natura geo- 
metrica, per tali grandezze fisiche, tutti gli avvenimenti rela- 
tivi ad esse, che non ne mutino sostanzialmente il carattere, 
cioè che non consistano che in cambiamenti nella grandezza 
assoluta o nel « senso », potranno venire rappresentati a mezzo 
di direzioni opportune, nell’un senso o nell’opposto, date ai 
diversi segmenti, e a mezzo dei relativi scorrimenti o slitta- 
menti eseguiti lungo la retta che li contiene. E dalle pro- 
prietà, verificate empiricamente come inerenti a tali mutazioni 
della grandezza fisica, dipenderanno poi date regole di scorri- 
mento, adatte a dare la rappresentazione simbolica delle mu- 
tazioni stesse. | 

P. es., per rappresentare simbolicamente il fatto che un 
mobile, partito adesso da zero lungo una retta con velocità 
uniforme ®, si troverà, dopo un tempo tf, nello stesso punto 
della retta dove si trovava, t secondi fa, un secondo mobile 
che, movendosi colla velocità medesima ma in opposto senso, 
si trova ora nel punto zero, occorrerà rappresentare il moto 
del primo corpo col riportare, partendosi dallo zero, il segmento 
rappresentante in grandezza e in direzione la velocità v tante 
volte in avanti, cioè secondo la direzione stessa d’un tale 
segmento, quante sono le unità di tempo futuro espresse dal 
numero t; e rappresentare, invece, il moto dell’altro corpo 
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col riportare, sempre partendosi da zero, lo stesso segmento 
rappresentante la stessa grandezza di velocità, la direzione 
del quale è ora opposta a quella di prima, tante volte all’in- 
dietro, cioè nella direzione opposta a quella attuale del seg- 
mento, quante sono le unità di tempo passato espresse dallo 
stesso numero ft. 

Una volta così fissate questa e le altre consimili regole 
per tali scorrimenti di segmenti, da eseguirsi tutti sopra un 
unico e medesimo asse, in modo da costituire una rappresen- 
tazione simbolica delle grandezze fisiche suscettibili di « oppo- 
sizione » e dei loro avvenimenti, sorge la questione di vedere 
se è possibile rappresentare simbolicamente, alla loro volta, 
questi scorrimenti di segmenti sopra un asse, a mezzo di conve- 
nienti segni algebrici. Il che si è ottenuto, come è noto, in- 
dicando colle solite lettere dell’alfabeto le lunghezze assolute 
dei segmenti, assegnando i segni + e — a queste lettere a 
seconda che le direzioni dei rispettivi segmenti siano rivolte 
Verso destra o verso sinistra, e indicando parimente con gli 
stessi segni + e — le operazioni geometrico-cinematiche di 
scorrimento a seconda che esse siano di avanzamento o di retro- 
gradamento, cioè a seconda che esse siano da farsi nello stesso 
senso o in senso contrario alla direzione che è propria del 
segmento da far scorrere. | 

In tal modo, il duplice scorrimento, p. es., ora ricordato, 
atto a costituire la rappresentazione simbolica geometrica del 
duplice fatto fisico dî movimento dei due corpi e del rispettivo 
risultato finale, diviene suscettibile, alla sua volta, della rap- 
presentazione simbolica algebrica ben nota: (— t)(— 0)= vt; 
la quale dà luogo alla « regola dei segni » in generale, che 
il prodotto di due quantità negative è un numero positivo. 

Questa e le altre «regole dei segni », dunque, da osser- 
varsi nelle manipolazioni dei simboli algebrici, sono quali sono, 
unicamente onde rendere atte queste operazioni algebriche a 
rappresentare simbolicamente quegli scorrimenti di segmenti, 
1 quali, alla loro volta, sono stati verificati stare a rappresen- 
tare le esperienze fisiche. Ne consegue che, mentre le retro- 
gradazioni e gli avanzamenti di segmenti, scorrenti tutti sopra 
‘un unico e medesimo asse, costituiscono la rappresentazione 
simbolica diretta o di primo grado di operazioni od esperienze 
fisiche, eseguite effettivamente o da eseguirsi mentalmente 
sulle grandezze rappresentate da tali segmenti; le operazioni 
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algebriche, invece, da eseguirsi sulle lettere rappresentative 
di tali segmenti, conforme alle fissate regole dei segni, sono 
bensì, alla loro volta, rappresentazioni simboliche dirette o 
di primo grado di tali operazioni di scorrimento di segmenti, 
ma, per ciò stesso, rappresentazioni simboliche solo indirette 
o di secondo grado delle operazioni od esperienze fisiche me- 
desime. 

In altre parole, l'ammissione concessa nelle matematiche 
anche alle grandezze fisiche suscettibili di opposizione ha reso 
necessario il ricorso « un simbolismo geometrico intermediario, 
mercè il quale l’algebra si è trasformata appunto in rappre- 
sentazione simbolica solo indiretta o di secondo grado del 
fatto fisico. 

Per la constatazione poi fatta che i numeri aritmetici or- 
dinari, o le lettere suscettibili di rappresentarli, sebbene non 
bisognosi di per sè stessi di un tale simbolismo geometrico 
intermediario in quanto simboli diretti sufficienti per tutte le 
quantità non suscettibili di opposizione, potevano però venire 
. da esso sostituiti, e precisamente mediante segmenti tutti ri- 
volti verso «destra, condusse ad adottare questo simbolismo 
geometrico intermediario, e il conseguente simbolismo alge- 
brico di secondo grado, anche per loro. Questo fece sì che 
le regole del calcolo algebrico, trovate per le quantità suscet- 
tibili di opposizione, vennero a valere senz’altro anche per 
quelle non suscettibili di opposizione o aritmetiche propria- 
mente dette, purchè queste ultime — le quali, finchè puramente 
aritmetiche, non sono nè positive nè negative — venissero 
considerate come positive. Con ciò tutte le quantità, tanto 
quelle suscettibili quanto quelle non suscettibili di opposizione, 
vennero ad essere equivalenti dal punto di vista delle rispettive 
operazioni formali di calcolo, per le quali valevano medesime 
leggi o norme. Ed è in tale equivalenza, così riscontrata, 
che ha consistito il nuovo concetto allargato di «numero », 
dal concetto puramente aritmetico a quello algebrico. 

A. noi qui preme porre in rilievo che tutte le difficoltà 
i«l essere compresi incontrate al loro sorgere dai numeri po- 
sitivi e negativi, in ispecie relativamente alle regole dei segni 
che dovevano osservarsi nelle loro manipolazioni, sono ap- 
punto dipese dal non averne da principio intravveduto l’intima 
natura di rappresentazione simbolica solo indiretta: « I numeri 
negativi hanno sempre dato luogo a preoccupazioni ». — « Spe- 
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cialmente la regola che il prodotto di due numeri negativi è 
un numero positivo ha incontrato sempre delle ditticoltà, che 
sì poterono bensì nascondere, ma non superare. Si arrivò 
persino, come p. es. il gesuita Clavius (1612), a considerare 
tutte queste regole dei segni, come in realtà giuste, ma nel ‘ 
tempo stesso come assolutamente incomprensibili ».! 

Tali difficoltà ad essere compresi e le conseguenti ostilità, 
talora anche vivacissime, incontrate nei primi tempi da questi 
nuovi numeri, sono spiegabili ove si pensi che il simbolismo 
matematico divenendo con essi indiretto, cioè simbolismo di 
simbolismo, ha reso tanto più complicatamente mediata la 
relazione che lo collega al fatto fisico, sì che altrettanto più 
«lifficile riesce di « vedere » quest’ultimo dietro le trasforma- 
zioni del simbolismo stesso. Esse denotano, nel tempo stesso, 
come la mente umana si ribelli istintivamente a qualsiasi ma- 
nipolazione simbolica, ancorchè retta da regole precise che si 
addimostrino atte a condurre a risultati verificati in seguito 
dall'esperienza come giusti, se dietro ad essa e ad ogni sua 
minima fase non vede nettamente l'operazione od esperienza 
effettiva, cioè empiricamente tangibile ed empiricamente esatta, 
che la manipolazione simbolica stessa sta a rappresentare. 

Ma questo è quanto ci risulterà in modo ancora più evi- 
dente se ora passiamo, sia pure con non minore brevità, 
all'esame dei cosiddetti numeri « immaginarî ». 


Abbiamo visto come per le regole stesse stabilite circa la 
rappresentazione simbolica geometrica delle grandezze fisiche 
suscettibili di opposizione e dei loro avvenimenti, e per la 
corrispondenza fissata tra tale rappresentazione simbolica geo- 
metrica e quella algebrica a mezzo dei « numeri » positivi e 
negativi, il prodotto di due numeri negativi sia sempre un 
numero positivo. Ciò esclude, come è noto, la possibilità che 
il calcolo algebrico, finchè si mantiene rappresentazione sim- 
bolica indiretta di fatti fisici reali, possa mai condurre ad 
espressioni costituite da radicali quadrati di numeri negativi. 

Eppure queste espressioni non mancarono di presentarsi. 
Ed è noto come nei primi tempi gli algebristi, anzichè fer- 
marsi dinanzi ad esse, continuarono ad usarle, sottomettendole 


1 A. Voss, Uber das Wesen der Mathematik, 2 Autlage, Teubner, Leipzig, 
1913, pag. 36-37. 
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a date regole assiomatiche di manipolazione, fissate in modo 
da non condurre mai ad alcuna contraddizione e da assicurare 
la permanenza delle leggi formali del calcolo algebrico; mentre 
come guida rischiaratrice del cammino da seguirsi in queste 
. manipolazioni algebriche « senza senso » — senza la quale sa- 
rebbero inevitabilmente degenerate in un giuoco puerile di 
arte combinatoria di segni grafici — servì lo scopo che ogni 
algebrista implicitamente sempre sì prefiggeva, cioè di per- 
venire in un modo o nell’altro ad eliminare queste espres- 
sioni « senza senso » per giungere di nuovo ad espressioni solo 
reali. ! 

Questa autonomia di cui è stato suscettibile l'algoritmo 
matematico di fronte alla realtà che esso doveva rappresen» 
tare, questa introduzione e questa applicazione di dati proce- 
‘dimenti simbolici prima ancora che se ne comprendesse il signi- 
ficato, questo fatto, apparentemente così paradossale dal punto 
di vista psicologico, sì spiega col processo sopra rammentato 
di meccanizzazione del calcolo algebrico. L’abitudine, infatti, 
al maneggio di un simbolismo molto sviluppato dispensa a 
lungo andare dal tener fiso continuamente lo sguardo alla 
realtà che esso rappresenta; ‘e questo rende possibile, perchè 
quasi inavvertita, l’introduzione e la manipolazione anche di 
simboli « vuoti di contenuto ». 

Si può dire, anzi, che, in grazia di questa meccanizzazione 
del calcolo, il simbolo, che per solito, come abbiamo visto nei 
nostri studi precedenti, ha una funzione semplicemente pas. 
siva di « registrazione » dei concetti trovati indipendentemente 
da esso, abbia qui avuto anche una funzione attiva, in quanto 
i nuovi concetti, capaci di dare un significato ad enti algo- 
ritmici ottenuti quasi diremmo fortuitamente per via d’una 
pura e semplice prolungazione meccanica del calcolo (i radi- 
cali quadrati, p. es., di espressioni eventualmente negative), non 
hanno potuto cominciare a formarsi e a chiarirsi se non dopo 
avere sviluppato gran parte delle conseguenze derivanti dalla 
introduzione del nuovo ente algoritmico, privo ancora di siì- 
gnificato. 

Ma che questo non implichi affatto che si possa in fondo 
fare a meno d’un vero e proprio significato dei simboli, e che 


tCfr., p. es., D. Giuli, Dei nemeri complessi a due e a più unità, in: 
Questioni riguardanti le matematiche elementari, raccolte e coordinate da 
F. Enriques, vol. I, Zanichelli, Bologna, 1912, pag. dIr-516. 
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basti fissare per questi ultimi date regole assiomatiche di col- 
legamento o di manipolazione, affinchè, grazie a queste « de- 
tinizioni implicite » dei simboli stessi, si possa costruire su di 
essi tutta la matematica, che questa opinione, condivisa da 
non pochi matematici, sia psicologicamente del tutto errata, è 
quanto è dimostrato appunto da questi enti algoritmici « privi 
di senso ». 

Nelle prime teorie relative ad essi, infatti, abbiamo, pre- 
cisamente, che le condizioni per la definizione implicita di sim- 
boli a mezzo di date regole di calcolo sono completamente 
soddisfatte. Ma è nota l'accoglienza che ebbero questi « entia 
rationis » finchè rimasero a tale stadio di definizione pura- 
mente formale. I conflitti e le discussioni senza fine da essi 
provocati, il loro rigetto da parte dei maggiori matematici del 
tempo, i termini quasi diremmo ingixriosi ad essi dati (nu- 
“meri « immaginarî », soluzioni « finte », quantità « impossibili », 
enti « anfibi », « mostruosi », e via dicendo) denotano la ribel- 
lione energica del buon senso comune a trattare con relazioni 
tra dati segni grafici regolate da determinate norme conven- 
zionali, se prima non ne afferra il significato. Denotano, in 
altre parole, il bisogno imprescindibile della mente umana, 
quale conseguenza diretta della natura fondamentale di ogni 
e qualsiasi ragionamento, di considerare il simbolo sempre 
come tale, cioè sempre come rappresentante d’una realtà fisica, 
e quindi anche ogni operazione su di esso sempre come rap- 
presentatrice simbolica d’una operazione parimente reale. 

Ond’è che i numeri immaginarî non hanno acquistato di- 
ritto di cittadinanza se non quando si è riusciti a dare anche 
ad essi un significato reale, e precisamente quello, come è 
noto, di rappresentazione analitica della direzione. * 

Grazie alla concezione di Argand, scrive l’Hoiiel nella 
sua prefazione alla riedizione dell’Essai di quest’ultimo, « i 
simboli della forma a +d/—1, ai quali si era riusciti a ri- 
condurre i risultati di tutte le operazioni analitiche, non pre- 
sentano più niente di impossibile o di incomprensibile »; essi 
vengono così « a tradursi per mezzo di costruzioni geometriche 
parlanti agl occhi ».* 


1 (fr. A. Voss, op. cit.: l'ber das Wesen der Math., pag. 38-H1. 

2 J. HotiEL, preface è la réedition de: R. Arcanp, Essai sur wie maniere de 
représenter les quantités imagindires dans les constructions geomeéetriques (1806), 
Gauthier-Villars, Paris, 876, pag. xIr. 
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È noto, infatti, come il simbolo i=/—1 esprima, in tal 
saggio di Argand, la relazione di perpendicolarità; come, cioè, 
a e ia non siano che simboli di vettori fra loro perpendicolari. 
Moltiplicare un vettore per i significa, quindi, semplicemente, 
ruotarlo d'un angolo retto attorno alla sua origine. Ogni 
espressione algebrica complessa, cioè composta di numeri reali 
e di numeri immaginari, viene così a rappresentare determi- 
nate relazioni geometriche di segmenti giacenti sopra un piano; 
ed ogni operazione fra numeri complessi acquista il significato 
di una costruzione geometrica, mediante la quale, in un piano, 
da dati vettori se ne ottengono altri. L’algebra diviene in tal 
modo un sistema grandioso di traduzione che permette di espri- 
mere le più svariate operazioni geometriche di scorrimenti e 
di rotazioni di segmenti sopra un piano con corrispondenti 
manipolazioni algoritmiche. 

Prendiamo, p. es., le due espressioni, reale la prima, « im- 
maginaria » la seconda: a? — b* = (a ---b) (a — db); a3 - b* = 
(a -;- ib) (a — ib). Esse, come qualsiasi altra equazione od ugua- 
glianza matematica, non fanno che esprimere il fatto che un 
dato numero al quale si è arrivati in un dato modo è uguale 
ad altro numero al quale si è giunti per via diversa. Solo 
che la prima ci dice che il punto al quale si perviene sull’asse 
dei segmenti ‘a e dD, mediante i tre scorrimenti rappresentati 
rispettivamente da « - a, bb, e a? — b?, può essere ottenuto 
anche mediante altri tre scorrimenti, di natura analoga ai 
precedenti, rappresentati rispettivamente da «-- d, « — d, e 
(a + b) (a — dD). Mentre la seconda ci avverte che per il punto 
a? -:-b? questo secondo modo di giungervi non sussiste, se non 
si vuole uscire dall’asse dove giacciono i segmenti stessi a e b; ma 
che ne sussiste uno corrispondente, purché si esca da quest’asse. 
Per il significato, infatti, di operazioni di scorrimento e di ro- 
tazione di segmenti che vengono ora ad avere le formule 
algebriche contenenti espressioni « immaginarie », la formula 
(a -- ib) (a — ib) viene a rappresentare la costruzione di due 
cateti tali che il rispettivo triangolo rettangolo viene ad avere 
per ipotenusa il segmento appunto a? -;- b*; di guisa che con 
tale costruzione si finisce coll’arrivare sull'asse dei segmenti 
al punto estremo stesso del segmento a? -:- b?. 

Le operazioni geometrico-cinematiche rappresentate dai 
«numeri » complessi, cioè costituiti da numeri reali e da nu- 
meri « immaginari », sono pertanto infinitamente più numerose 
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e più svariate di quelle rappresentate da numeri « reali » sol- 
tanto, in quanto che queste ultime, non consistendo che in 
scorrimenti di segmenti lungo un asse, non permettono di 
uscire da esso, mentre le prime, che agli scorrimenti aggiun- 
gono le rotazioni, permettono di estendersi sopra tutto un 
piano e rendono così possibile di scoprire, tra i segmenti stessi 
dell’asse dai quali le operazioni da eseguirsi sul piano si par- 
tono, un gran numero di relazioni che non sarebbe stato pos- 
sibile di scoprire limitandosi ai soli scorrimenti.! 

Le operazioni geometrico-cinematiche rappresentate dai 
numeri complessi sono, inoltre, d’ordine più generale, in quanto 
che comprendono, come loro caso particolare, quelle di sem- 
plice scorrimento di segmenti tutti lungo un medesimo asse, 
Nel tempo stesso, il simbolismo algebrico atto a darne la rap- 
presentazione analitica, costituito dai « numeri » complessi, 
soddisfa completamente al già sopra rammentato principio di 
permanenza delle leggi formali, o di immutabilità dell’ insieme 
delle proprietà simboliche; cioè valgono per esso e per le sue 
manipolazioni, nonostante il mutato od ampliato significato, 
tutte le proprietà e norme che valgono per il simbolismo e 
per le manipolazioni relativi ai numeri reali. Di guisa che, 
rispetto al risultato formale di qualsiasi manipolazione di sim- 
boli algebrici, — e l’algebra, come dice benissimo il Goblot, 
«non ha altro oggetto che la forma delle espressioni alge- 
briche », — i « numeri » tanto immaginarî che complessi risul- 
tano equivalenti a quelli reali; ed è in tale equivalenza rispetto 
a risultati formali di calcolo, ed esclusivamente in essa, che 
ha consistito, ancor qui, l’allargamento corrispondente del con- 
cetto di « numero ».? 

Tanto che un allargamento ulteriore del concetto di nu- 
mero a nuovi simboli, traduttori analitici di analoghe opera- 
zioni geometrico-cinematiche vettoriali estese a tutto lo spazio 
non è stato, propriamente parlando, come è noto, possibile, 
precisamente pel fatto che tali simboli, non potendo soddisfare 
completamente al suddetto principio della permanenza delle 
leggi formali, non possono apparire per ciò stesso equivalenti 
ai numeri reali, immaginariî e complessi rispetto a tutti quanti 
i risultati formali delle rispettive operazioni di calcolo. 


! (fr. A. Voss, op. cit.: d'der dus Wesen der Math., pag. 58. 
? {:fr. E. GorLOT, saggio cit.: La démonstr. math., pag. 275-276. 
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Infine, è evidente che le operazioni geometrico-cinema- 


tiche di scorrimento e di rotazione, rappresentate dai numeri 
« immaginarî » e dai numeri complessi che ne derivano, sono 
non meno reali, non meno empiricamente tangibili, di quelle di 
semplice scorrimento lungo un unico e medesimo asse, rap- 
presentate dai numeri « reali ». Vi ha però questa differenza: 
che mentre queste ultime, grazie alle convenzioni stabilite, 
costituiscono la rappresentazione simbolica geometrica di dati 
avvenimenti quantitativi o di mutazione di senso, relativi a 
grandezze fisiche suscettibili di opposizione, le prime non 
sono invece capaci di costituire una tale rappresentazione sim- 
bolica. Ma questo, dunque, unicamente perchè il fatto stesso 
di aver fissato convenzionalmente un dato sistema di rappre- 
sentazione simbolica geometrica, implica il toglimento d’una 
tale proprietà rappresentativa a qualsiasi altro sistema, anche 
se questo, con convenzioni diverse, sarebbe di per sè stato 
eventualmente suscettibile di costituire esso pure un altro 
modo di rappresentazione simbolica. 

Ne segue che, mentre le espressioni algebriche a numeri 
« reali », in quanto rappresentazione simbolica diretta o di 
primo grado di dati scorrimenti di segmenti tutti lungo un 
unico e medesimo asse, sono poi rappresentazione simbolica 
indiretta o di secondo grado di dati avvenimenti relativi a 
grandezze fisiche suscettibili di opposizione, quelle invece a 
numeri « immaginari » e complessi, sebbene, in quanto rap- 
presentazione simbolica diretta di date operazioni geometrico- 
cinematiche di scorrimento e di rotazioni di segmenti, abbiano 
un significato non meno reale delle precedenti, tuttavia non 
possono nel tempo stesso essere rappresentazione simbolica 
indiretta di avvenimenti di grandezze fisiche. Ed è in questo, 
solo in questo, che consiste, ci sì permetta l’espressione, la 
loro « immaginarietà ». 

Tuttavia esse possono servire lo stesso a scoprire nuovi 
‘apporti fra queste grandezze fisiche. In quanto che, una volta 
che queste siano rappresentate da dati segmenti d’un asse, 
quale si sia il modo con cui si venga poi a scoprire nuovi 
rapporti tra questi sewmenti, questi rapporti così scoperti fra 
i segmenti rappresenteranno altrettanti rapporti corrispondenti 
fra le grandezze fisiche che da questi segmenti erano rappre- 
sentate. 

E che vi sia, del resto, la possibilità di pervenire ai rap- 
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porti medesimi, una volta così scoperti, anche per via di ope- 
razioni simboliche aventi invece tutte un significato fisico, ne 
fa fede la possibilità stessa di concepire i numeri complessi, 
anche senza far ricorso ad alcuna rappresentazione geometrica 
sul piano, quali semplici combinazioni di numeri reali. 

Questa teoria analitica dei numeri complessi è fondata, 
come è noto, sulla definizione «del numero complesso quale 
una coppia ordinata «di numeri reali, e, conseguentemente, 
tutte le operazioni di calcolo che via via vengono definite fra 
tali numeri complessi — e le cui regole collimano con quelle 
che valgono pei numeri complessi a significato geometrico-cine- 
matico — vengono ad essere costituite ciascuna, effettivamente, 
dla più operazioni algebriche comuni su numeri reali, rappre 
sentate cumulativamente nel simbolo di tale operazione unica fra 
numeri complessi.! 

Di guisa che ogni trasformazione analitica a mezzo di 
numeri complessi, conducente alla scoperta di dati rapporti 
tra i segmenti dell’asse dei numeri reali, viene, in grazia 
ciò, ad essere sempre risolvibile in una serie, sia pure molto 
più lunga e ben più complicata, di operazioni algebriche esclu- 
sivamente su numeri reali, le quali verranno così nel loro 
complesso a rappresentare appunto quella via tutta a signifi- 
cato reale, desiderata dal fisico, atta a condurre ai rapporti 
medesimi, già scoperti per la via più breve.? 

Bastano, ci sembra, questi pochi cenni a mettere in evi- 
denza le difficoltà psicologiche speciali ed ulteriori che il sim- 
bolismo di simbolismo, introdotto già coi numeri positivi e 
negativi, dà luogo allorchè si complica ancora maggiormente 
coll’introduzione dei cosiddetti numeri immaginarî. 

. La difficoltà, infatti, di tenere sempre presente dinanzi 
alla mente la distinzione fra il processo del ragionamento effet- 
tivo, a base di operazioni od esperienze fisiche tangibili sem- 
plicemente immaginate, e quello della sua simbolizzazione 
tanto più si accresce quanto più indiretti e complicati diven- 
gono i rapporti che legano il primo processo al secondo; e dà 





1 Cfr., p. es., D. Greci, op. cit.: Dei nessieri conplessia due e a più unità, 
pag. 508 e seg., 531 e seg.; e: CH. MERAY, Lecons nouvelles 8ur l'analyse infini- 
tésimiale et ses applications géométriques, Première Partie: Principes généraux, 
Gauthier-Willars, Paris, 1894, chap. HI, pag. 37-58. 

? Cfr. P. DUREN, op. cit.: La tféorie physique ete., pag. 27 e seg.; e P. Bou- 
TROCX, « La thidorie pliysique » de M. Duhenm et les mathématiques, « Rev. de 
Metaph. et de Morale », Mai 1907, pag. 364 e seg. 
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luogo conseguentemente a grande confusione di idee allor- 
quando il processo simbolico di secondo grado, pur restando 
rappresentazione simbolica di altra categoria di operazioni em- 
piricamente tangibili ed empiricamente esatte, cessa tuttavia, 
in determinati momenti del suo svolgimento, di costituire più 
alcuna rappresentazione di quel mondo fisico originario che 
le operazioni simboliche sì di primo che di secondo grado erano 
destinate a rappresentare. 

Inoltre, certe generalizzazioni od estensioni di concetti che 
tuttavia, appunto perchè tali, comprendono il concetto antico 
come caso particolare, alterano però sì notevolmente quest’ul- 
timo, che finiscono col rappresentare, in sostanza, una cosa 
del tutto diversa; e se il simbolo relativo al concetto antico, 
alla cui forma esteriore quest’ultimo aveva finito coll’associarsi 
indissolubilmente, si fa invece servire, senza alcuna modifica- 
zione della forma esteriore stessa, a significare anche il con- 
cetto nuovo, — come è successo, p. es., per il simbolo del 
radicale quadrato di quantità negative, — difficile è che questa 
immutabilità del simbolo non costituisca per molti un impe- 
dimento grave all’assimilazione completa del concetto nuovo. 

In terzo luogo, i numeri immaginari sono stati inventati 
— e vengono introdotti per lo più anche oggidì nell’insegna- 
mento — dopo avere urtato contro l’ostacolo di espressioni, da 
insegnamenti precedenti già implicitamente denunziate prive 
di senso, e quasi diremmo come una scappatoia onde sfuggire 
all’ostacolo stesso. Da ciò quel certo senso di diffidenza verso 
questi numeri immaginari, che pone la mente in uno stato 
sfavorevole alla loro comprensione e accettazione chiara e 
netta, e che invece non si avrebbe avuto e non si avrebbe 
se essi fossero stati inventati, o venissero oggi almeno intro- 
dotti nell’insegnamento, insieme di numeri positivi e negativi, 
partendosi da bel principio dal « piano dei numeri », per pro- 
cedere subito alla rappresentazione analitica di tutte quante 
le operazioni di scorrimento e di rotazione di segmenti suscet- 
tibili di venire eseguite rispettivamente su dati assi del piano 
e su tal piano. 

Infine, la geometria analitica è venuta dal canto suo ad 
accrescere queste difficoltà psicologiche di comprensione chiara 
e di accettazione netta incontrate dai numeri immaginari. In- 
fatti, in quanto sistema di traduzione permettente di ricon- 
durre le questioni della geometria alla soluzione di equazioni - 
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algebriche, e quindi in quanto sistema di « parallelismo » o di 
continua corrispondenza di espressioni algebriche con luoghi 
geometrici, essa ha fatto sì che anche di espressioni algebriche 
immaginarie si tendesse a cercare il luogo geometrico corri- 
spondente. Da ciò le espressioni metaforiche paradossali, co- 
me quella, p. es., di « punti immaginariî » di intersezione di 
due circoli del piano che non si incontrano, e simili, le quali, 
per l’abito mentale di associazione psichica tra simbolo fonetico 
ed oggetto rispettivo, hanno fatto cadere molti in un vero e 
proprio stato di « misticismo », cioè di credenza nell’esistenza 
di qualche cosa che non si sa che cosa sia e che ci appare 
avvolta di mistero, perchè non suscettibile nè di cadere sotto 
aleuno dei nostri sensi nè «di venire immaginata a mezzo di 
elementi sensibili comunque fra loro combinati.! 

Nella geometria analitica le grandezze fisiche suscettibili 
di opposizione, per la cui rappresentazione si è convenuto di 
adottare i sewmenti presi sopra un unico e medesimo asse, 
sono appunto le coordinate; quindi ad espressioni algebriche 
«immaginarie » non corrisponde nessuna coordinata effettiva, 
quindi neppure alcun punto che quest’ultima dovrebbe con- 
correre a determinare. Perciò, sotto questo rispetto, l’uso di 
espressioni metaforiche, atte a suscitare la credenza opposta, 
sarebbe senz’altro condannabile. 

Senonchè l’utilità di simili espressioni, che ha indotto i ma- 
tematici ad introdurle e a conservarle, consiste, come è noto, 
nell’analogia di certe costruzioni geometriche che esse pongono 
in rilievo ed in altri vantaggi che esse assicurano di economia 
mentale e di fissazione d’una concettualità più larga, l’impor- 
tanza dei quali non può certo essere mai valutata abbastanza. 

Così, p. es., dati due archi circolari qualunque non incon- 
trantisi fra loro appartenenti a due circoli del piano, una data 
costruzione ci fa trovare una certa retta. Se, completando i 
due archi, i due eircoli che ne risultano s’incontrano, si trova 
che la retta passa per i loro due punti d’intersezione; se invece 
non s'incontrano, la retta non incontra più nè l’uno nè l’altro 
circolo, ma, la costruzione restando la stessa, così, per met- 
tere in rilievo questa analogia di costruzione, continuiamo: a 
pire che la retta passa pei due punti d’intersezione dei due cir- 


! Cfr. HastIncs BERKELEY, Mysticisni in Modern Mathematics, Henry Frowde 
Univ. Press, Oxford, 1910, pag. 70-72, 131, ecc. 
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coli, solo aggiungendo che tali punti d’intersezione sono ora 
immaginari. ! 

La proprietà di questa retta, o « asse radicale », di essere 
la corda comune ai due circoli è, dunque, per esprimerci colle 
parole del Chasles, una sua proprietà contingente o accidentale; 
mentre altre proprietà di quest’asse radicale — p. es. quella 
che consiste nel tatto che le tangenti ai due circoli, condotte 
da uno qualunque dei suoi punti, sono uguali fra loro, di modo 
che ciascun punto dell’asse è il centro d’un circolo che taglia 
ortogonalmente i due circoli dati — sono permanenti, cioè sussi- 
stono sia che i due circoli s'incontrino sia che non s’incontrino.* 

Ora, le soluzioni immaginarie delle equazioni destinate a 
fornirci le coordinate dei due eventuali punti d’intersezione 
dei due circoli stanno a indicare che effettivamente questi ul- 
timi non si incontrano e che quindi la proprietà contingente 
dell’asse radicale di esserne la corda comune non si verifica; 
esse, tuttavia, ne rappresentano, non meno delle soluzioni reali, 
sebbene in via indiretta, le proprietà permanenti. Intatti, se 
collo stesso sistema con cui si costruisce l'equazione algebrica 
della retta passante per due punti reali dì cui ci siano note 
le coordinate, si costruisce ora l’analoga equazione algebrica 
| servendosi invece «li tali espressioni immaginarie, e mediante 
opportune trasformazioni si eliminano poi dalla equazione me- 
desima le quantità immaginarie, l'equazione reale così ottenuta 
ci dà senz’altro l’equazione dell’asse radicale. Mentre lo sta- 
bilimento di tale equazione sarebbe invece assai più lungo e 
assai più difficile se lo si dovesse dedurre col tradurre anali- 
ticamente le proprietà permanenti dell’asse radicale stesso. 

Inoltre, non solo sono appunto le proprietà contingenti 
che sono state scoperte prima delle permanenti e che ci sono 
perciò più famigliari, ma queste proprietà permanenti sono 
state alla loro volta scoperte dapprima unicamente in quelle 
. figure che presentavano anche le proprietà contingenti. La sco- 
perta di tali proprietà permanenti anche in altre figure che 
non presentavano più quelle contingenti non è avvenuta che 


1A. CayLky, Presidential Address to the British Association in Sept. 1883, 
in: A.CavyLEY, The collected mathematical Papers, Univ. Press, Cambridge, 1896, 
vol. XI, n. 784, pag. 438. 

® M. Chasles, Apercu historique sur l'origine et le développement des mé- 
(hodes en géometrie, 3°. èéd. conforme à la 1ère, Gauthiers-Villars, Paris, 1889, 
pag. 205-206, et la sua Nota XXVI: Sur Zes inaginaires en géométrie, ibid., 
pag. 368-370. 
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posteriormente. Essa ha così prodotto un allargamento di con- 
cetto, in quanto che, rispetto a queste proprietà permamenti, 
si è riscontrato essere fra loro equivalenti figure diverse che 
non erano apparse invece equivalenti rispetto alle proprietà 
contingenti. È i<« punti immaginarî », le cui espressioni alge- 
briche rappresentano, per via indiretta, come abbiamo ora visto, 
queste proprietà permanenti, e che ci appaiono come un’esten- 
sione del concetto di punto, servono così benissimo a fissare 
questo nuovo più largo concetto di figure equivalenti rispetto 
alle proprietà permanenti stesse. 

Quindi: rilievo dato all’analogia di certe costruzioni geo- 
metriche, maggiore facilità nella trascrizione analitica di certe 
figure, fissazione di concetti nuovi più larghi, sono questi i 
vantaggi che militano in favore di tali modi metaforici para- 
dossali d’espressione. Di fronte ai quali vantaggi sta però 
pur sempre il grave iuconveniente sopra rammentato del pe- 
ricolo che la mente non sopporti la tensione necessaria ad 
abbracciare l’indiretta e complicata realtà che si nasconde 
dietro a ciascuna di queste espressioni e ceda piuttosto alla 
sua inclinazione naturale e semplicista di attribuire a queste 
ultime il significato immediato d’un oggetto reale che esse 
stiano a rappresentare, cadendo in tal modo nel più fanta- 
stico e più nebuloso misticismo. | 


Da quanto abbiamo ora detto ci sembra risultino chiare 
le ragioni psicologiche per cui, pur rimanendo il ragionamento 
matematico anche nella sua tase della simbolizzazione indi- 
retta effettivamente immutato nella sua natura fondamentale, 
esso abbia dovuto tuttavia dare luogo, di fronte alla fase pre- 
cedente a simbolismo diretto, e precisamente per questo fatto 
di ricorrere a un simbolismo di simbolismo, a difficoltà spe- 
ciali, le quali ci hanno servito, del resto, a penetrare ancora 
più a fondo nell’analisi del processo mentale costituito dal 
ragionamento matematico. IDifticoltà d’altro genere, ma sotto 
certi rispetti non meno notevoli, vedremo il ragionamento 
matematico avere incontrato ed.incontrare nelle sue fasi della 
condensazione e della inversione simbolica, di cui ci occupe- 
remo nel prossimo nostro studio. 





PARTE SECONDA: 


Il ragionamento matematico nelle sue fasi 
di condensazione ed inversione simbolica. 


Dopo avere, nella prima parte di questo nostro studio 
sulle forme superiori del ragionamento pubblicata nel numero 
precedente, passato in rassegna le due prime fasi dell’evolu- 
zione delle matematiche che abbiamo denominato del simbo- 
lismo diretto e indiretto, ci proponiamo, in questa seconda 
parte, di fare un rapidissimo cenno delle altre due fasi che 
abbiamo ritenuto necessario ancora di esaminare; dopo di che, 
in una terza ed ultima parte, un rapido riassunto di quanto 
avremo così detto intorno al ragionamento matematico e alla 
funzione che in esso ha avuto il simbolismo ci permetterà, a 
titolo di conclusione, alcuni raffronti tra le matematiche e la 
logica matematica. 


Il ragionamento matematico nella sua fase 
di condensazione simbolica. 


È nel calcolo infinitesimale che prende origine e si svi- 
luppa, prima che si generalizzi l’uso anche in tutti gli altri 
campi delle matematiche, quella fase particolare del simbolismo 
di queste ultime, che, in mancanza d’un termine più adatto, 
potremo chiamare di « condensazione », nel senso che a una 
data espressione algoritmica non corrisponde più una singola 
operazione, sia pure nella sua generalità comprendente un 
numero infinito di operazioni consimili particolari, bensì molte 
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operazioni fra loro diverse, contemporanee o susseguentisi, 
tutte rappresentate « condensatamente » in tale simbolo unico. 

È quindi in questo campo che conviene studiare, sempre 
dal solo nostro punto .di vista prettamente psicologico, questa 
fase nuova cdell’evoluzione simbolica, per esaminare le conse- 
guenze e le ripercussioni che essa ha avuto sul processo men- 
tale del ragionamento relativo; al quale scopo anche pochi 
cenni soltanto saranno, speriamo, più che sufficienti. 

Osserviamo, anzitutto, che l’operazione matematica di 
« passaggio al limite » non altera in nulla la natura fonda- 
mentale del ragionamento quale serie di operazioni od espe- 
rienze semplicemente pensate. 

È a tutti noto, infatti, come si introduce in matematica 
la nozione di limite, p. es. quella di un limite finito: Preso 
« piacere un numero «arbitrariamente piccolo, se, coll’avvici- 
narsi indefinito della variabile ad una data quantità, la ditte- 
renza fra un’altra data quantità e la funzione che sì considera 
della variabile finisce per divenire e restare poi costantemente in- 
feriore in valore assoluto al numero scelto piccolo a piacere, 
sì dirà che questa seconda quantità alla quale la funzione con- 
tinuamente si avvicina è il limite dei valori di quest’ultima. 

Orbene, quel numero « preso a piacere » e <« arbitraria- 
mente » piccolo implica la ripetizione di molte e molte espe- 
rienze di calcolo, nelle quali, preso dapprima un dato numero 
piccolo, se ne prende poi un altro più piccolo, poi un terzo 
‘ancora più piccolo, e così via, verificando ogni volta che per 
ciascuno di tali valori esiste un valore della variabile sufti- 
cientemente vicino alla quantità alla quale essa si avvicina 
indefinitamente, tale che risultino soddisfatte le condizioni 
suddette, necessarie e sufficienti per poter dire che la funzione 
della variabile tende a quel dato limite. Esperienze di calcolo, 
che un principiante sarà costretto ad eseguire effettivamente, 
prima di pervenire a convincersi di tale tendenza al limite, e 
che gli insegnanti più valorosi del calcolo infinitesimale, come 
sj rammenta chi scrive, eseguiscono effettivamente, onde ren- 
dere ben tangibile ai propri uditori questo tendere di una 
quantità a un limite. 

Che si possa poi acquistare quel senso di certezza del 
tendere di una quantità verso un dato limite, pur limitandoci 
ad eseguire, effettivamente o solo mentalmente, un piecolo 


x 


numero soltanto di esperienze di calcolo, questo è un feno- 
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meno psicologico del tutto simile a quello dell'acquisto del 
medesimo senso di certezza dell’assoluta generalità d’una data 
dimostrazione geometrica, eseguita p. es. sopra un triangolo 
particolare, pur ripetendo mentalmente la dimostrazione stessa 
sopra un piccolissimo numero di altri triangoli, diversi di forma 
da quello disegnato sul foglio. 

E che si possa, infine, una volta così riconosciuto il ten- 
dere d’una data quantità verso un dato limite, immaginare 
quest’ultimo come già raggiunto dalla quantità medesima e 
assumerlo senz'altro în luogo di essa, questo riposa sul fatto 
psicologico generale, proprio di ogni e qualsiasi ragionamento, 
che il vedere coll’immaginazione la possibilità di esequire date 
operazioni od esperienze porta senz'altro ad immaginarle come 
già eseguite. E questo perchè, in sostanza, l’una cosa è iden- 
tica all’altra. Così il riconoscere che feci, nell'esempio più 
volte rammentato negli ‘stiulî precedenti, della possibilità di 
allineare, uno dopo l’altro, secondo il numero crescente dei 
loro capelli, tutti gli abitanti di Londra, mi fece immaginare, 
nell’istante medesimo, di avere già eseguito tutti questi nume- 
rosissimi atti di allineamento. Il quale mio atto mentale non 
fu altro, psicologicamente parlando, che un vero e proprio 
passaggio al limite. 

Ora, come è noto, la concezione fondamentale del calcolo 
differenziale consiste appunto nel servirsi di opportuni pas- 
saggi al limite di rapporti fra quantità piccole, supposte ten- 
denti ad impiecolire sempre più, allo scopo di pervenire ad 
«ottenere relazioni quantitative più semplici di quelle sussi- 
stenti tra le quantità finite dalle quali ci si parte; il che per- 
mette, viceversa, scoperte così che siano queste dipendenze fra 
certe relazioni quantitative più semplici ed altre più complesse, 
di risalire in molti casi, con un procedimento inverso costi- 
tuito dal calcolo integrale, da relazioni quantitative più sem- 
plici, eventualmente scoperte o più facilmente scopribili fra 
dati fenomeni, a relazioni più complesse fra questi stessi fe- 
nomeni o fra altri fenomeni a questi ultimi in qualche modo 
quantitativamente connessi. 

Le relazioni quantitative che si ottengono con questi pas- 
saggi al limite, — o relazioni « differenziali », — sono, per lo 
più, più semplici di quelle fra le quantità finite, perchè esse 
vengono a riguardare elementi quantitativi i cui effetti poi si 
accumulano e si sviluppano, rendendole così più complesse, 
nelle quantità finite medesime. 
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Così un grave, p. es., partentesi con velocità zero e sog- 
getto alla accelerazione costante 9g, accumula e sviluppa nella 
sua velocità e= gt gli effetti di tale accelerazione costante 9, 
e poi accumula e sviluppa alla loro volta gli effetti di tale ve- 


C) . 1 re h 
locità v nello spazio s = 91°, percorso nel tempo t. E dun- 
rei 


que perchè si permette al fenomeno della caduta di accuma- 
lare e sviluppare le sue successive caratteristiche, ciascuna 
effetto immediato lella precedente, che le espressioni quan- 
titative corrispondenti vanno facendosi via via più compli- 
‘ate. 

Ed è per questo che, viceversa, quanto minore è il nu- 
mero delle caratteristiche successive che si permette a un dato 
fenomeno di acenmulare e di sviluppare durante il suo de- 
corso, tanto più elementari sono le caratteristiche stesse e tanto 
più semplici, conseguentemente, le relazioni quantitative che 
le rappresentano. 

Org; il trascurare nei passaggi al limite delle relazioni 
differenziali le quantità cosiddette «infinitesime », cioè ten- 
denti a zero, che si trovano nel secondo membro dell’ugua- 
glianza, rispetto alla quantità finita che viene così a rappre- 
sentare il limite cercato, — e, più in genere, îl trascurare gli 
infinitesimi d’un grado qualunque rispetto a tutti quelli d’un 
grado inferiore, — equivale a scartare dalla nostra considera- 
zione, tino dal loro primo nascere, le caratteristiche fenome- 
niche più complesse, che conseguirebbero dall’aceumularsi e 


svilupparsi degli effetti delle caratteristiche più elementari rap- 


presentate dalle quantità finite o dagli infinitesimi di grado 
inferiore; equivale, in altre parole, ad arrestare il rispettivo 
processo di sviluppo a quel dato punto in cui esso avrebbe 
appunto cominciato a produrre quelle caratteristiche più com- 
plesse, rappresentate quantitativamente dagli infinitesimi tra- 
seurati. 

Data questa natura del calcolo differenziale, cioè di non 
consistere che in opportuni passaggi al limite di rapporti tra 
quantità piccole, supposte tendenti ad impiecolire sempre più, 
occorre che il ragionatore veda sempre ben chiaro che queste 
quantità piccole sulle quali egli immagina di operare, se pur 
tendono a divenire sempre più piccole, sono tuttavia, nel mo- 
mento di ogni e qualsiasi operazione eseguita mentalmente su 
di esse, pur sempre quantità finite, le sole — come già faceva 
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osservare giustamente George Berkeley — che la mente umana 
possa concepire come materia «di operazioni di calcolo. ! 

Ed è, appunto, per non avere visto ben chiaro questa natura 
finita degli infinitesimi, prima del rispettivo passaggio al limite, 
che essi hanno incontrato, come è noto, al primo nascere del 
calcolo intinitesimale, tante e sì vivaci opposizioni e poi tante 
difficoltà ad ottenere il diritto di cittadinanza pieno ed intero: 
« Durante le prime tasi di sviluppo del calcolo infinitesimale 
dlel Leibniz si presentò la difficoltà di farsi una rappresenta- 
zione logicamente soddisfacente delle grandezze infinitamente 
piccole. Gli uni le interpretavano come quantità addirittura 
nulle, altri se le figuravano misticamente come grandezze, le 
quali, sebbene più piccole di qualsiasi altra immaginabile, con- 
tenevano tuttavia il germe atto a produrre la quantità finita ».? 

Durante certe fasi della loro manipolazione essi apparivano 
come quantità finite, in certe altre come quantità addirittura 
nulle: « S’incontrano grandi ditticoltà nel tentare di determi- 
nare che cosa sono gli infinitesimi: in un dato momento sono 
trattati come numeri finiti, in un altro come zeri ».* 

Tutto questo dipendeva dalle difficoltà di concepire gli 
infinitesimi ora come quantità tinite e ora come quantità ten- 
denti a un limite; cioè a dire, ora come quantità statiche e 
ora come quantità dinamiche. 

L'eccellenza e 1 « economia » del simbolismo di Leibniz, 
che riusciva ad esprimere l’uno e l’altro significato a mezzo 
d’uno stesso ed unico simbolo, costituirono tuttavia dapprima, 
. precisamente per questo, una causa ulteriore di aceresci- 
mento di tali difficoltà. Cogli algoritmi Leibniziani dy e dz, 
infatti, il rapporto si costituisce già di per sè il simbolo d’un 
passaggio al limite, senza che ci sia bisogno di indicare questo 
passaggio al limite con un simbolo apposito in più, come fa- 
ceva Newton. Nel tempo stesso, finchè dy e dx sono separate, 
l’idea di passaggio al limite rimane completamente sospesa ; 
dy e dx non sono allora che semplici simboli di quantità al- 
gebriche ordinarie, statiche, cioè, piccole sì, ma finite e ferme 


1 GrogrGE BERKELEY, dd Trealise concerning the Principles of Ilunarn Know- 
edge (1710), $ 132, in: Works of George Berkeley, Frasers Edition, Oxford, 
Clarendon Press, 1901, vol. I, pag. 332. 

? A. Voss, Meber das Wesen der Mathematik, 2 Autl., Teubner, Leipzig, 
1913. pag. 47. 

3 Pu. E. B. Jourpain,. The Nature of Mathematics, Jack, London, 1910, p. 70. 
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nel loro valore, sulle quali è permesso di eseguire tutte le ope- 
“azioni algebriche solite. Appena, invece, anche una sola dy 
e una sola dx si presentano sotto forma di rapporto, esse, in- 
sieme a tutte le altre dy e dx anche non in rapporto che si 
trovino nella medesima espressione od uguaglianza algebrica, 
si trasformano senz’altro da quantità statiche in quantità dind- 
miche, delle quali e dei cui rapporti si tratta di trovare il limite. 

Così, p. es., dall'espressione y= az’, sostituendo x + dx 
arzey+dya y, sì deduce, a mezzo di semplici trasforma- 
zioni algebriche ordinarie eseguite su dy e su dz come quantità 
finite, l’altra espressione: du _ 2ax + a >» (dx). Ma, arrivati a 
questo punto, gli algoritmi dy e dx, benchè immutati nel loro 
aspetto esterno, cambiano di significato, in quanto stanno ormai 
a rappresentare delle quantità che tendono ad avvicinarsi inde- 
finitamente a zero, e danno allora come limite del loro rap- 
porto la quantità 2a. 


} n dy _ 0, . 
L'espressione, dunque, di 102 è non meno rigorosa del- 
I dy ‘) j î s $ 
Paltra da E +a - (dx), perché gli algoritmi dy e de hanno 


nell’una un significato diverso che nell’altra; mentre cesserebbe 
li essere tale se in essa questi algoritmi continuassero a rap- 
presentare le quantità statiche di prima. 

È questo duplice e così diverso significato che in tal modo 
si viene ad attribuire, in momenti diversi, ad uno stesso ed 
unico simbolo, ciò che ha costituito la maggiore difficoltà alla 
giusta comprensione del metodo Leibniziano; difficoltà, che 
consisteva, non solo nel vedere chiaramente questo duplice si- 
gnificato del simbolo, ma nel vedere luno o l’altro significato 
a seconda del momento opportuno, e non mal contemporanea- 
mente; altrimenti un tal duplice significato sarebbe stato et- 
fettivamente inconcepibile, come impossibile sarebbe di con- 
cepire un corpo ad un tempo fermo e moventesi. 

Ed è stato il rilievo esclusivo o preponderante dato al ca- 
‘attere statico ciò che precisamente ha fatto nascere da prin- 
cipio tanti dubbî sulla rigorosa esattezza del procedimento 
seguito. Coloro, intatti, che mantenevano agli algoritmi dy 
e dx, anche quando si trovavano sotto forma di rapporto, il 
carattere statico, da essi effettivamente posseduto mentre sot- 
toposti alle operazioni algebriche ordinarie, — e a costoro dava 
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buon giuoco il Leibniz stesso quando diceva che egli trascu- 
rava gli infinitesimi di fronte alle quantità finite « come i grani 
di sabbia rispetto al mare », — non volevano attribuire al me- 
todo di Leibniz, in confronto a quello di Newton il quale di- 
stingueva con algoritmi diversi la fase statica da quella di- 
namica, che il valore d’un calcolo approssimativo, o, al mas- 
simo, quello di un calcolo «di errori compensati ».! 

Gli indivisibili del Cavalieri, invece, anzichè mettere in 
maggiore evidenza l’aspetto statico degli infinitesimi a scapito 
di quello dinamico, saltavano a piè pari il primo per non con- 
siderare che il termine già raggiunto dagli infinitesimi stessi 
considerati nel loro aspetto dinamico; con ciò rendevano in- 
concepibili le operazioni algebriche ordinarie da eseguirsi sugli 
infinitesimi stessi, le quali hanno un significato solo quando 
questi ultimi vengono considerati nel loro aspetto statico, finito, 
«anteriore al loro moversi verso il limite. 

Tutte queste difficoltà così incontrate al suo nascere dal 
‘aleolo infinitesimale e quelle proprie ad ogni singolo pas- 
saggio al limite per sè stesso, implicante la « visione » del ri- 
sultato cui indefinitamente ci si avvicina con una data serie 
di operazioni od esperienze di calcolo algebrico semplicemente 
pensate, ci spiegano le difficoltà psicologiche speciali che si 
oppongono, anche oggi, a rendere accessibile a molti questa 
fase ulteriore del ragionamento matematico. Il ragionatore è 
costretto, infatti, a non perdere mai di vista il duplice e talora 
molteplice significato che in tempi diversi ha tale o tal sim- 
‘ bolo, sebbene sempre il medesimo nel suo aspetto esterno; il che 
esige, a seconda del momento opportuno, ora di mantenere in 
sospeso e ora di procedere a date operazioni, oppure di pro- 
cedere ora a tali e tali operazioni e ora invece a tali altre, 
senza che da parte del simbolo, che resta nel frattempo immutato, 
venga mai alcuna indicazione in proposito; nel tempo stesso il 
‘agionatore deve potere abbracciare d’un solo sguardo, in tal 
momento opportuno, tutta la complicazione e molteplicità gran- 
dissime di intere serie o catene di operazioni, quali quelle ap- 
punto necessarie ad effettuare un passaggio al limite, tutte 
espresse sempre da questo solo cd unico ed impassibile simbolo. 
Molteplicità e varietà di significati in tempi diversi e molte- 
plicità di operazioni in dati momenti, il tutto espresso conglo- 


® Cir. lo stesso A. Comte, Cours de Philosophie Positive (1830), Dème @d., 
Tome I, Société Positiviste, Paris, 1892, pag. 200-220: e: A. Voss, op. cit. pag. 30-31. 


38 | “ SCIENTIA ,, 


balmente da un solo ed unico segno grafico, ciò che costituisce 
appunto quella « condensazione simbolica », richiedente da parte 
del ragionatore una continua e forte tensione intellettuale onde 
tenere presenti dinanzi alla mente, discriminare, ora eseguire 
e ora tenere in sospeso, e poi seguire per lungo tratto, senza 
nessun appoggio di altrettanti distinti simboli di evocazione e di 
fissazione, tutta una infinità di operazioni od esperienze da 
eseguirsi mentalmente, ciascuna delle quali è magari di per sè 
semplicissima, ma il cui insieme è quanto di più complesso si 
possa immaginare. 

E questo vale tanto più quanto più si procede innanzi 
nel calcolo infinitesimale, p. es. quando si passa dalle derivate 
«li una funzione a una sola variabile alle derivate parziali di 
una funzione a più variabili, dal calcolo delle derivate al cal- 
colo delle variazioni, dal calcolo differenziale al calcolo inte- 
grale, dagli integrali definiti a quelli indefiniti, e così via: La 
« condensazione simbolica », cioè la quantità e la varietà di cose 
spresse da ciascuno dei relativi simboli, va di pari passo e 
continuamente crescendo; basta pensare, p. es., quante e quali 
diverse operazioni contemporanee e successive stanno a rap 
presentare i simboli, pur certo non fra i più « condensati », 
d’una derivata parziale di second’ordine o d’un integrale in- 
definito! Con ciò quel sostegno e quel riposo che la mente 
trovava nell’algebra pel fatto che ciascuna delle operazioni 
«lun qualsiasi dato processo di calcolo era sempre rappresentata 
dal suo apposito speciale simbolo viene invece a fare sempre 
più difetto per via di tale crescente condensazione simbolica; 
e va crescendo conseguentemente la tensione mentale neces- 
saria onde supplire a tale mancanza di punti d’appoggio e di 
riposo intermediari. 

Le difficoltà, dunque, alla comprensione e all’uso delle 
matematiche da parte di tanti, che già abbiamo visto comin- 
ciare a manifestarsi nella fase del simbolismo «diretto e presen- 
tarsi già notevoli in quella del simbolismo indiretto, si accre- 
scono così ancora maggiormente in questa ora esaminata della 
condensazione simbolica, pel fatto che essa contribuisce, anche 
dal canto suo, a rendere sempre meno immediato il contatto 
fra simbolo rappresentatore e realtà rappresentata, complicando 
sempre maggiormente il rapporto di tale loro corrispondenza; 
e questo, dunque, perchè essa viene a concentrare e a con- 
densare in ciascun simbolo una realtà sempre più ampia e 
sempre più complessa. 


LE FORME SUPERIORI DEL RAGIONAMENTO 39) 


Difticoltà d’altro genere, meritevoli esse pure di richia- 
mare la nostra attenzione, si presentano, infine, nella quarta 
fase evolutiva che ci siamo proposti di esaminare, quella della 
inversione simbolica, alla quale ora qui accenneremo con bre- 
vità se possibile ancora maggiore che per le fasi precedenti. 


Il ragionamento matematico nella sua fase 
di inversione simbolica. 


Abbiamo già visto, nella prima parte di questo nostro 
studio sulle forme superiori del ragionamento pubblicata nel 
numero precedente di questa rivista, che la geometria anali- 
tica, in quanto sistema di traduzione permettente di ricondurre 
le questioni della geometria alla soluzione di equazioni alge- 
briche, è venuta a costituire un sistema di « parallelismo » 0 
di corrispondenza fra espressioni analitiche e luoghi geome- 
trici. Ogni luogo geometrico, corrispondente ad una data 
espressione analitica spesso anche molto complessa, costituendo 
così di quest’ultima una significazione concreta, quasi diremmo 
un’oggettivazione sintetica, veniva così a rappresentare pel ra- 
gionatore, sperso nella farragine di mille altre espressioni al- 
gebriche consimili, come un raggio di Ince e una base di riposo, 
dalla quale poi poter riprendere con maggior lena e più sicura 
orientazione la serie delle trasformazioni algebriche successive. ! 

Ma non sempre, evidentemente, questa corrispondenza fra 
espressioni algebriche e luoghi o fenomeni geometrici può sus- 
sistere. Le prime, infatti, in quarto relazioni puramente quan- 
titative, sono d’ordine più generale che non quelle geometriche. 
Ben si comprende, quindi, come vi possano essere infiniti sì- 
stemi di proprietà quantitative, pei quali, sia per il numero 
degli elementi sia per il genere delle relazioni fra di essi, manchi 
ogni e qualsiasi corrispondenza geometrica. Per es., tutte le 
equazioni algebriche a più di tre variabili non possono più tro- 
vare, come quelle a due o a tre variabili, alcuna corrispon- 
denza nella geometria analitica, nella quale a determinare ogni 
punto occorrono due o tre coordinate soltanto. 

Riprendendo la terminologia del Chasles, di cui già avem- 
mo da occuparci nel nostro su citato studio precedente a pro- 
posito dei « punti immaginarî », possiamo dire che la proprietà 


! Cfr., p. es., A. COMTE, op. cit.: Corrs de Philos. Pos., Tome I, pag. 307-398, 
€, per le consimili significazioni concrete offerte dalla meccanica, pag. 002, 381-984. 
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delle espressioni analitiche di rappresentare date relazioni pu- 
‘amente quantitative è la loro proprietà permanente, mentre 
quella di rappresentare qualche luogo geometrico è una loro 
proprietà contingente, cioè che in molti casi può venire a 
mancare. 

Ora, mediante l'inversione simbolica il matematico ha sa- 
puto appunto conservare i più importanti vantaggi del sistema 
di « parallelismo » o di corrispondenza reciproca tra geometria 
ed algebra, anche quando questa proprietà contingente delle 
espressioni algebriche più non sussisteva. Tale inversione sim- 
bolica consiste in questo che il Inogo od oggetto o fenomeno 
geometrico, che veniva rappresentato simbolicamente da una 
data espressione algebrica, diviene simbolo, alla sua volta, di 
altre espressioni algebriche, analiticamente analoghe, ma non 
più suscettibili di rappresentare alcun fatto geometrico. In 
altre parole, l'oggetto che presenta determinate proprietà indi- 
rette d’ordine quantitativo fornite dalla sua rappresentazione 
analitica più le corrispondenti proprietà dirette d’ordine geo- 
metrico si assume a simbolo di qualunque altro sistema ana- 
litico che goda solo delle prime e non più delle seconde,! 

È così, p. es., che si possono ottenere delle « geometrie » 
a quattro e più «dimensioni », introducendo nei sistemi di 
quattro e più variabili delle restrizioni e delle definizioni ana- 
lowhe a quelle che valgono per la geometria a tre dimensioni, 
ma esse non cessano cdi essere perciò, evidentemente, nonostante 
tale loro veste geometrica, che altrettanti « capitoli di pura 
algebra ». (Salvo che alla considerazione dei «luoghi geome- 
trici », quali insiemi di semplici punti, sì sostituisca quella di 
« luoghi geometrici » costituiti da insiemi di figure geome- 
triche di un dato tipo, come curve o superfici di un dato 
orline, nel qual caso equazioni anche a più di tre variabili 
possono divenire esse pure suscettibili di rappresentazioni geo- 
metriche concrete, sebbene molto complicate). * 

Il ricorso a tale inversione simbolica presenta il grande 
‘antaggio di permettere trattazioni quantitative d’ordine più 
generale, pur servendo loro lo stesso da guida preziosissima, 
quasi quanto lo è il parallelismo weometrico effettivo nei casi 
in cui esso sussiste. E queste trattazioni quantitative d’ordine 


1 Cfr. W. Wexnpr, Zog?à, Dritte Auf. L Bd. Enke, Stuttgart, 1906, pag. 4SÉ, 
2 J. TANNERY, Science et philosophie, Alcean, Paris. 1912, chap. IH: Le role 
eda nombre dns les sciences, pag. 22. 
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più generale, così grandemente facilitate, contenendo come 
‘asì particolari quelle ad effettivo parallelismo geometrico, con- 
ducono in tal modo a scoprire, anche di queste ultime, pro- 
prietà nuove o proprietà vecchie per via spesso più breve. 

Di fronte a tale vantaggio sta però di contro, come è facile 
immaginare, il pericolo di « misticismo » cui si va incontro se, 
perdendo di vista nel seguito della trattazione il significato e 
gli scopi di tale inversione simbolica, si finisce coll’attribuire 
un'esistenza effettiva al simbolo geometrico d’una data espres- 
sione algebrica, per la quale invece alcuna corrispondenza geo- 
metrica più non sussista. Pericolo di misticismo, che, come 
è noto, si è presentato specialmente a proposito della tratta- 
zione analitica delle geometrie non-euclidee. 

È nota l'origine delle geometrie non-eunclidee: dai tenta- 
tivi non riusciti del Saccheri e di tanti altri di giungere a di- 
mostrare per via d’assurdo il postulato delle parallele di Eu- 
clide si è pervenuti con Gauss, Lobatschewski e Bolyai alla 
costruzione d’una geometria planimetrica nuova, la quale par- 
tendosi dalla negazione d’un tale postulato giungeva a risultati 
naturalmente del tutto diversi. ! 

Fino a qui, nessuna modificazione nella natura del ragiona- 
mento in quanto serie di esperienze geometriche semplicemente 
pensate e nessuna modificazione nella concezione fondamen- 
tale del nostro spazio erano implicite in queste costruzioni. 
Il fatto di non dar luogo a nessuna contraddizione logica (cioè 
di non condurre alla constatazione mentale di nessun fatto 
geometrico incompatibile con altri già ammessi o già constatati 
essi pure mentalmente), che ebbe ai suoi tempi un’importanza 
filosofica grandissima perchè fece risaltare la natura pretta- 
mente empirica del postulato euclideo, e, di rimando, di tutti 
i postulati e assiomi in genere, ci appare oggi ben naturale, 
visto che la indimostrabilità di tale postulato stava appunto a 
significare non essere esso conseguenza necessaria dei postulati 
precedenti; come ben naturale, per la stessa ragione, ci par- 
rebbe che a nessuna contraddizione logica conducesse, p. es., 
una meccanica celeste partentesi da un’ipotesi diversa da quella 
di Newton. Con questa differenza però: che della non corri- 


! Cfr., p. es., R. BonoLa, Sella teoria delle parallele e sulle geometrie non- 


enclidee, in: Questioni rignardanti le matematiche elementari raccolte e coor- 
linate da F. Enriques, vol. I, Zanichelli, Bologna, 1912, pag. 248-268; e: G. Faxo, 
La geometria non-euclidea, in « SNcientia », 1908, n. viti-4, pag. 257-260. 
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spondenza di un’ipotesi non-Newtoniana coi fatti della realtà 
non ci si può accorgere che dai risultati che da tale ipotesi 
derivino; mentre che, per l’ipotesi di Lobatschewski, appena 
appena non la si assuma molto approssimata a quella di Eu- 
clide, non e'è bisogno, per accorgersi che non è conforme al 
vero, di aspettare a verificare che il risultato cui essa conduce 
relativo alla somma degli angoli d’un triangolo non collima 
coì risultati ottenuti dalla misurazione diretta di tali angoli, 
bensì basta la diretta constatazione oculare o oculare-tattile 
dell’ipotesi stessa. 

Che poi l'ipotesi di Lobatschewski non sia suscettibile, se 
moltissimo approssimata a quella di Enelide, neppure di rigetto 
empirico, neanche questo deve sorprenderci perchè a qualunque 
‘ipotesi verificata dai fatti (e nessuna lo è con un grado di ap- 
prossimazione tanto grande quanto la euclidea) se ne può 
sempre sostituire infinite altre diverse, tanto approssimate ad 
essa da soddistare ugualmente alla medesima verificazione em- 
pirica, la quale non può essere che più o meno approssimata. ! 

Colla dimostrazione del Beltrami, che la geometria pla- 
nimetrica del Lobatschewski non è altro, in sostanza, che la 
geometria enclidea della pseudosfera, purchè per « rette del 
piano » s’intendano le geodetiche di tale superficie, la cosa 
cambia completamente aspetto: Dall’essere la geometria di Lo- 
batschewski una geometria del piano, escludente di per sè quella 


«li Euclide, e non in contraddizione coi dati dell’esperienza solo 


se moltissimo approssimata a quest’ultima, essa diviene una 
semplice branca della geometria enclidea relativa ad una data 
superficie e i cui teoremi cessano allora completamente di sem- 
brarci strani. Il concetto di « piano », cioè di una superficie 
a curvatura costante e nulla, viene così esteso in modo da in- 
cludervi anche le supertici parimente a curvatura costante ma 
diversa da zero e negativa, quale è quella della pseudosfera. 
Il che poi conduce ad includervi, col Riemann, anche quelle 
a curvatura costante e positiva, cioè le superfici sferiche; le 
quali, sempre ponendo mente che per «rette del piano » si 
devono ora intendere le geodetiche della superficie, vengono 
così a costituire l’interpretazione concreta d’una seconda « pla- 
nimetria » non-euclidea, nella quale non esistono attatto rette 
parallele (ossia due rette contenute nel piano s'incontrano 


? Cfr., p. es., F. Exriques, Problemi della scienza, Zanichelli, Bologna, 1906, 
pag. 20540) e seg.; e: A. Voss, op. cit.: Veber dus Wesen d. Matl., pag. 92-04. 


LE FORME SUPERIORI DEL RAGIONAMENTO 45 


sempre) e nella quale lo stesso postulato dell’unicità della retta 
soffre delle eccezioni, nel senso che due rette aventi due punti 
a comune possono, per date posizioni speciali dei due punti, 
non coincidere e racchiudere invece un dato spazio fra loro 
(come succede appunto pei circoli massimi passanti pei due 
estremi di un diametro della sfera). « Planimetrie » di Euclide, 
di Lobatschewski e di Riemann che non implicano, dunque, 
ripetiamo, tre diversi « sistemi » di geometria, bensì soltanto 
tre branche diverse della geometria ordinaria.! 

Si può dunque dire che col Lobatschewski abbiano avuto 
inizio quei metodi logici di isolazione, consistenti nel separare 
dall’insieme dei restanti e rigettare ora l’uno e ora l’altro degli 
assiomi e postulati fra loro indipendenti della geometria or- 
dinaria, dando così luogo id altrettanti sistemi geometrici 
‘astratti, diversi da quello ordinario. Mentre col Beltrami, 
non diremo s’'iniziano, ma hanno nuovo e fecondo impulso 
quelli di sostituzione, nei quali, interpretando o traducendo 
dati termini geometrici con altrettanti corrispondenti oggetti, 
diversi da quelli comunemente intesi, ma pei quali restano va- 
lidi formalmente i ragionamenti fatti per questi ultimi, si passa 
senz'altro dalla geometria di date figure a quella di altre. Metodi 
logici di isolazione e di sostituzione, che, come è noto, hanno 
tanto arricchito in questi ultimi tempi la scienza matematica.” 

Tutto questo può essere ottenuto senza alcuna trattazione 
propriamente analitica della questione; bensì solo per via di 
operazioni od esperienze geometriche, ben nettamente imma- 
ginate, sia che ad esse, supposte eseguite sul piano, vengano 
attribuiti risultati assunti deliberatamente per ipotesi diversi 
da quelli forniti dall’osservazione diretta, sia che venga in 
seguito constatato questi risultati così assunti essere proprio 
empiricamente esatti purchè interpretati come riferentisi ad 
altre determinate superfici diverse dal piano. E il risultato 
finale è dunque quello di porci di fronte a tre specie di su- 
perficie, tutte a curvatura costante, — rispettivamente nulla, 
positiva e negativa, — presentanti alcune proprietà fondamen- 
tali ben diverse fra loro (postulato delle parallele valevole per 
il piano ma non per la pseudosfera nè per la sfera; postulato 


1 Cfr. HastInGS BERKELEY, Mysticisni in modern mathematics, Frowde, Lon- 
don, 1910, pag. 208-209. 

® Cfr., p. es., W. Wenpr, op. cit.: Zogik, I, 494; e: R. Boxola, Saggio cit.: 
Sulla teoria delle parallele, ece., pag. 274250. 
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della unicità della retta valevole per il piano e per la pseudo- 
sfera ma, in taluni casì, non per la sfera), e altre proprietà 
non meno fondamentali a comune, consistenti nella « planarità 
elementare » e nella « congruenza » (cioè a dire, nel potersi 
considerare qualunque loro porzione infinitesima come piana 
e nella libera trasportabilità su di esse di qualsiasi figura al 
massimo con sole flessioni, senza estensioni).! 

Volendo tradurre analiticamente queste proprietà fonda- 
mentali comuni basterà considerare tre superfici qualunque 
appartenenti rispettivamente alle tre ora dette specie e assu- 
mere su ciascuna di esse un medesimo qualsiasi sistema di due 
coordinate; allora l’espressione analitica della prima proprietà 
che tutte e tre hanno a comune consisterà nell’uguagliare il 
quadrato della distanza fra un punto qualunque della super- 
ficie e un altro qualsiasi ad esso infinitamente vicino ad una 
certa espressione differenziale omogenea di secondo grado delle 
coordinate del primo punto, mentre quella della seconda pro- 
prietà, parimente comune, ci verrà data dal porre come co- 
stante, cioè come indipendente dalle coordinate variabili del 
punto considerato, una certa espressione algebrica, che poi si 
riscontra corrispondere appunto alla misura della curvatura 
della rispettiva superficie. 

È chiaro pertanto che l’insieme di queste due relazioni 
analitiche non basta, per la sua stessa troppo grande gene- 
ralità, a definire nè lma nè Paltra di queste tre superficie in 
particolare; e che affinchè un tale sistema analitico sia suscet- 
tibile d’una interpretazione geometrica sopra una di esse, p. es. 
sul piano, occorre sia verificata qualche altra condizione ana- 
litica in più, quella precisamente che esprime essere la cur- 
vatura, oltre che costante, anche nulla. 

Se ora per analogia analitica da questa trattazione a due 
sole variabili desideriamo passare a quella a tre variabili si 
capisce che la possibilità d’una simile trattazione analitica non 
implica minimamente che i tre corrispondenti sistemi di rela- 
zioni analitiche che così si otterranno siano suseettibili tanto 
uno che gli altri di interpretazione geometrica. 


1? Qfr.. p.es. W. K. ClLirroro, Lie Piilosopluiy of the pure Sciences, Lec- 
ture HI: The Postalates of the Science of Space, in: Lectures and Essays, vol. I, 
Macmillan, London, 1901, pag. 369-581 e: H. von HeLMHoLTZ, Veber den l'rsprung 
al die Bedetinig der grometrischen Axriome, ini Vortrage ul Reden, Fiinfte 
Autl., Zw. Bd.. Vieweg, Braunsehweig, 1903, pag. 10-11, 14-15. 
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Ora, come è noto, il Riemann ha fatto ancora di più: par- 
tendosi dal concetto generalissimo di « molteplicità » continue 
(stetige Mannigfaltigkeiten) n volte « estese », si limita poi a 
quelle per le quali stabilisce delle relazioni analitiche corri 
‘sspondenti a queste della planarità elementare e della con- 
gruenza che valgono per le suddette superfici; e ne deduce 
quindi, anche per le molteplicità continue a tre dimensioni, 
la possibilità di una « curvatura » costante diversa da zero. ! 

Ma, evidentemente, la nozione generale di molteplicità 
n volte o anche solo tre volte estesa che egli assoggetta al- 
l’analisi matematica non è che una concezione puramente alge- 
brica, chie non implica nient'altro all'infuori di semplici nozioni 
quantitative, molto più generali di quelle che gli avrebbero 
potuto fornire le relazioni spaziali propriamente dette. 

Le denominazioni di « punto », « luogo », « dimensione », 
« linea » e « lunghezza di linea », « planarità elementare » (Eben- 
heit in den kleinsten Teilen), « curvatura », e simili, relative ad 
una molteplicità » volte estesa, non stanno a indicare che pure 
espressioni analitiche; e se esse rappresentano un’inversione 
simbolica felicissima, che gli ha servito mirabilmente di orien- 
tazione e di guida nella sua trattazione di puro e semplice 
calcolo (volta ad analizzare e sceverare alcuni postulati della 
geometria), non debbono però illuderci: la questione se tutti 
e tre i casi analitici a tre variabili che così risultano possibili, 
corrispondenti a quelli a due variabili che trovano un’ inter- 
pretazione geometrica nelle tre suddette superfici a curvatura 
costante, o se nessuno dei tre, o se soltanto alcuni del tre, 
sono suscettibili d’una interpretazione geometrica resta, anche 
dopo queste denominazioni convenzionali, tuttora aperta; e 
nessuna considerazione analitica, bensì soltanto il confronto di 
queste espressioni colla rappresentazione che in base alla no- 
stra esperienza geometrica quotidiana ci facciamo dello spazio, 
può risolverla. E questo confronto, come è noto, ci dice che 
uno solo di questi tre casì analitici, quello a « curvatura » zero, 
è suscettibile di tale interpretazione geometrica. ? 

Il ricorso ai famosi animaletti bidimensionali del Clifford 


! B. Rikmann, Leber die Iypothesen melche der Geometrie zu Grunde 
liegen, in: Bernhard Riemann's Gesanelte Mathematische Werke, Zw. Aufl., 
Teubner, Leipzig, 1892, Abhandlung XIII, pag. 272-287. 

® Cfr. W. WunpT, op. cit.: Logyik, 1, Dritter Abschnitt, Drittes Kibilet A bi 
Der matheniatische Rarmnbegriffe, pag. 480-494, in ispecie pag. iSI, AS, 486. 
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e dell’Helmboltz, che pur vivendo su superfici o su porzioni 
limitate di superfici a curvatura costante non potrebbero mai 
arrivare a sospettare l’esistenza nè a farsi un’idea di tale cur- 
ratura del loro spazio, sebbene essa ettettivamente sussista, 
non ha tatto che oscurare la questione. ! 

Sì trattava, infatti, di sapere se date espressioni analitiche, 
cui erano state date convenzionalmente, per inversione sim- 
bolica, delle denominazioni geometriche, erano o no suscettibili 
di alcuna interpretazione geometrica effettiva. Ora, il ricorso 
a questi animaletti bidimensionali non risponde a tale domanda; 
nè tanto meno vi risponde atfermativamente, chè anzi l’ Helm- 
holtz stesso, « per evitare malintesi », sì affretta a rilevare « che 
questa cosiddetta misura della curvatura dello spazio è una 
grandezza algebrica trovata per via analitica, e che la sua intro- 
duzione non si basa attatto sulla presupposizione di circostanze 
che avrebbero un significato solo per intuizione sensibile ». * 

Il ricorso a questi amimaletti ha invece lo scopo di pre- 
disporci, anche per via di considerazioni puramente geome- 
triche, ad ammettere come non impossibile Peventuale esistenza 
di «un qualche cosa » di geometrico, che nessun fatto geome- 
trico, certo, ci autorizza minimamente a sospettare nè di cui 
possiamo farci, è vero, neppure aleuna lontanissima idea, ma 
la di cui possibilità verrebbe invece a risultarci per via di pure 
considerazioni analitiche; e questo ad esaltazione della potenza 
del calcolo stesso, il quale si addimostrerebbe così capace per- 
sino di risultati « trascendentali », di vere e proprie « extrapo- 
lazioni empiriche ». 

Ora tutta questa « traseendentalità » non consiste, come 
abbiamo visto, che nella pura e semplice denominazione con- 
venzionale con termini geometrici di espressioni puramente 
analitiche; d’altra parte, alla esistenza o alla possibilità di esi- 
stenza di consimili « noumeni », — sia che sì tratti di tale cur- 
vatura dello spazio o degli spazî a quattro e più dimensioni, 
-— di cui nessun fenomeno o nessuna combinazione di feno- 
meni può darci la benchè minima idea, può certo credere chi 
vuole, ogni atto di misticismo consistendo appunto nell’am- 


(Cfr. W. K. Crifrrorp, Tie Conunon Sense of the Iiract Sciences, kegan 
Paul, Trench, Tritbner & Co., London, 1907, cap. IV, S 19: On Re Bending of 
Space, pag. 214-226; e: H. von HeLmHoLTz, Saggio cit.: Veber den Urspr. su. die 
itedent, di. geom. Lbiriome, pag. 8 e seg. 

? HenmHoLtz, dbid., pag. 15. 
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mettere l’esistenza di un qualche cosa di misterioso non su- 
scettibile nè di cadere sotto alcuno dei nostri sensi nè di venire 
immaginato a mezzo di elementi sensibili comunque fra loro 
combinati. Ma è un'illusione di credere, come fa il Clifford, 
che tali ipotesi extraempiriche o trascendentali potrebbero mai 
costituire alcun principio di spiegazione per nessun fenomeno, 
geometrico o fisico che sia, visto che ogni e qualsiasi « spie- 
gazione » d’un fenomeno non consiste che nella sua classifica- 
zione in qualche categoria di fenomeni già noti e a noi più 
famigliari o nella sua produzione, a mezzo di una serie di ope- 
fazioni od esperienze semplicemente pensate, da altri fenomeni, 
effettivamente constatati o ipotetici, ma pur sempre < sensibili ». 

Quanto all’interpretazione proiettiva che poi col nuovo in- 
dirizzo del Cayley e del Klein è stato possibile di dare anche 
a questi « spazî » non-euclidei, essa rappresenta evidentemente 
tutt'altra cosa e fa parte di quei metodi di sostituzione sopra 
accennati che tanto fecondi si sono dimostrati nel campo del 
ragionamento geometrico. 

Possiamo perciò concludere col dire che l'applicazione della 
inversione simbolica alle questioni non-euclidee ne ha dimo- 
strato ad un tempo tutta la grande fecondità e tutta la peri- 
colosità. 


“assate così in rassegna, nella prima parte pubblicata nel 
numero precedente e nell’attuale seconda parte, le quattro fasi 
dell’evoluzione del ragionamento matematico, — del simbo- 
lismo diretto e indiretto e della condensazione e inversione sim- 
bolica —, le quali pel nostro scopo ci sono sembrate le più im- 
portanti, ci resta ora da riassumere il nostro pensiero e trarre 
le nostre conclusioni sulle matematiche in venere; mentre la 
valutazione dell'importanza in esse avuta dal simbolismo ci 
spingerà, come già abbiamo detto, ad aleuni raffronti fra ma- 
tematiche e logica matematica, la quale ad un analogo sistema 
di rappresentazione simbolica ha tentato essa pure di ricorrere. 
Ed è quello che faremo in una terza ed ultima parte di questo 
nostro studio sulle forme superiori del ragionamento. 





PARTE TERZA: 


Matematiche e logica matematica. 


Il breve spazio che ci siamo imposti per questo nostro 
studio sulle forme superiori del ragionamento, rappresentate 
dal ragionamento matematico, ci ha costretti a limitarci solo 
alle quattro fasi speciali di quest’ultimo passate in rassegna 
nella prima e nella seconda parte, rispettivamente pubblicate 
nei due numeri precedenti. E se abbiamo scelto precisamente 
queste quattro fasi a preferenza di altre si è perchè dal nostro 
punto di vista ci sono sembrate le più importanti fra tutte. 
La prima di esse, infatti, quella del simbolismo diretto, ci è 
parsa la più adatta a mettere in evidenza come il passaggio 
dal primitivo conteggio materiale al calcolo aritmetico e poi 
a quello algebrico non abbia mutato in nulla la natura delle 
operazioni od esperienze del primitivo conteggio materiale 
stesso, le quali nel calcolo aritmetico vengono semplicemente 
pensate, e in quello algebrico pensate riunite a gruppi, anzichè 
essere eseguite effettivamente. Mentre l’esame, sia pur rapi- 
dissimo, che abbiamo fatto delle tre altre, ci è parso necessario 
onde mostrare che questa stessa natura del ragionamento ma- 
tematico, in quanto appunto combinazione mentale di tali o 
consimili operazioni od esperienze materialmente tangibili, per- 
mane anche in quei casi in cui, forse più che in altri, essa 
sembra, invece, essere contraddetta da certi risultati a prima 
vista non aventi più nulla di « reale », o dileguarsi dietro ad 
una condensazione simbolica molto pronunciata che non mette 
più in evidenza una per una le singole operazioni da eseguirsi, 
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o dar luogo al paradosso di condurre apparentemente ad extra- 
polazioni empiriche che tale natura stessa rende di per sè del 
tutto inammissibili. 

Possiamo perciò passare ora a riassumere le nostre con- 
clusioni che i due studi precedenti ci antorizzano a trarre sulle 
matematiche in genere e sulla funzione in esse avuta dal sim- 
bolismo. Dopo di che passeremo al raffronto e alla valutazione 
comparativa fra le matematiche stesse e l’altra nuova grande 
branca del ragionamento superiore, costituita appunto dalla lo- 
cieca matematica. 


Le matematiche: riassunto e conclusione. 


La prima questione che sì presenta a proposito delle ma- 
tematiche è quella di spiegare, dato che la natura del ragio- 
namento in quanto serie di operazioni od esperienze sempli- 
cemente pensate resta, come abbiamo visto, immutata in ogni 
e qualsiasi processo di calcolo, come mai s’incontrino allora 
nel ragionamento matematico difficoltà speciali e molto mag- 
giori che non in quello comune. Ora, da quanto abbiamo 
visto, questo dipende, precisamente, dagli stessi perfeziona- 
menti che hanno reso il primo uno strumento logico sì po- 
dleroso. 

Primo fra questi perfezionamenti, che contribuiscono a 


rendere difficile ai più il ragionamento matematico, è Za grande 


astrazione dei concetti. Essa, infatti, fa sì che bisogna imma- 
ginare di eseguire tutte le operazioni od esperienze su mate- 
riale che è di tal grado di generalità che sembra quasi vuo- 


tarsi di ogni contenuto intuibile. Essa, quindi, rende difficile 


a molti di « vedere », al momento necessario, dietro ad ogni 
operazione d'ordine così generale, tutte le infinite o solo quelle 
operazioni particolari che hanno o possono avere per il ragio- 
natore iu quel momento una speciale importanza; e toglie così 
ai più, per la impedita visione del significato reale delle ope- 
‘azioni stesse, ogni interesse al processo «del ragionamento, il 
quale interesse è invece ciò che unicamente mantiene il « filo 
logico » di quest’ultimo. 

Ma la grande astrazione «dei concetti non basta da sola a 
spiegare la refrattarietà di tanti alle matematiche; tanto è vero 
che fra i più refrattari ad esse si contano spesso anche filo- 
sofi sommi, capaci delle astrazioni concettuali maggiori. 
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Vi ha quindi certo grandissima parte anche l’enorme svi- 
luppo del simbolismo, tutto proprio delle matematiche. Il sim- 
bolismo, infatti, usurpa ormai quasi completamente, nel ragio- 
namento matematico, il posto del linguaggio ordinario, sì che 
la mente non può riposarsi che ben raramente su fatti o ri- 
sultati espressi in termini ad essa più famigliari. Colle fasi . 
poi del simbolismo indiretto, della condensazione simbolica, 
della inversione simbolica, come abbiamo già visto, e con altre 
in misura ancora maggiore, il simbolo rappresentatore si al- 
lontana sempre più dalla realtà rappresentata e il rapporto di 
tale loro corrispondenza si fa sempre più complicato e sempre 
meno facilmente afferrabile, sì che si richiede, ogni volta che 
se ne presenti il bisogno, una grande tensione mentale, di cui 
pochi sono capaci, per vedere dietro ad un dato simbolo tutto 
ciò e solo ciò che esso sta a rappresentare. 

Infine, la prolungatezza e complicatezza del ragionamento, 
rese possibili dalla potenza deduttiva stessa del calcolo mate- 
matico, producono, la prima, una grande stanchezza che rende 
spesso impossibile di seguire fino in fondo lo svolgimento del 
processo, e, la seconda, come un senso di disorientamento in 
mezzo a quella farragine di formule che esprimono l’intrec- 
clarsi fra loro in un medesimo momento di altrettante nume- 
rosìissime operazioni od esperienze quantitative, eseguite così 
solo mentalmente. . diminuire in molti casi queste difficoltà 
provenienti dalla prolungatezza e complicatezza del calcolo 
contribuiscono efficacemente la geometria analitica, come ab- 
biamo già visto, e anche la meccanica e la tisica matematica 
in genere, colle significazioni concrete od oggettivazioni sintetiche 
che esse permettono «i date espressioni e di dati sviluppi ana- 
litici; e al medesimo scopo vedemmo mirare, con buoni risul- 
tati, malgrado i suoi pericoli, ’inversione simbolica; ma non 
per questo esse non permangono pur sempre per lo più in 
altissimo grado. Qui ci basti rammentare come il Poincaré, 
nel domandarsi come mai, visto che il ragionamento matema- 
tico riposa sugli stessi principî di quello comune, pure avvenga 
che vi siano tante persone ad esso refrattarie, attribuisca il 
fatto alla mancanza in molti di quel « senso matematico-este- 
tico dell’ordine », che permette appunto di atterrare in un sol 
colpo l'andamento generale di dati processi anche lunghissimi 
e complicatissimi di calcolo e di collocare conseguentemente 
con tutta facilità al loro dovuto posto, in tal quadro così in- 
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travveduto dell’intero processo, i vari elementi algebrici che 
debbono concorrere a produrlo.! 

Queste difficoltà psicologiche speciali del ragionamento 
matematico non ne mutano però affatto, lo ripetiamo ancora, 
la natura essenziale, che resta quella stessa di tutto quanto 
il ragionamento in genere. Ed è appunto in grazia di questa 
sua natura sostanzialmente immutata che anche il ragiona- 
mento matematico conserva, del ragionamento in genere, tutte 
le proprietà e caratteristiche fondamentali. 

Così, p. es., sebbene pura e semplice deduzione di una 
serie si può dire infinita di risultati da poche o pochissime 
premesse, pure esso è ben lungi dall’essere una vuota tauto- 
logia, perchè, come tutto il ragionamento in genere, costituisce 
una storit pensata di operazioni od esperienze quantitative, 
fra loro combinate e concatenate nei più svariati modi, la quale 
produce dci fatti, delle situazioni nuove, i risultati delle quali 
noi « constatiamo » appunto nelle conclusioni del nostro ra- 
glonamento. 

Le situazioni quantitative nuove, cuni dà Inogo ogni e qual- 
siasì operazione od esperienza di calcolo, non sono affatto im- 
plicite nelle premesse da cui il calcolo stesso si parte, come — per 
rammentare l'esempio già citato in uno dei nostri studî pre- 
cedenti — nè nella premessa dell’allungamento delle sbarre 
metalliche sotto l’azione del calore nè nell’altra della maggior 
lentezza d’oscillazione d’un pendolo più lungo in eonfronto ad 
uno più corto non era affatto implicita l’operazione od esperienza 
di trasportare un dato orologio a pendolo da una stanza più 
fredda ad una più calda. Questo trasporto ha dato luogo ad 
una successione storica nuova di eventi, creata liberamente dalla 
mia fantasia, al termine della quale ho potuto « constatare » 
mentalmente che orologio ora oscillante più lento nella stanza 
più calda era tuttavia quello medesimo che oscillava più rapi- 
damente nella stanza più fredda. Constatazione, questa, ripe- 
tiamo, d’un- fatto nuovo, il quale non era affatto implicito com- 
pletamente nelle sole premesse, perchè a produrlo occorreva 
l’operazione materiale dun trasporto, eseguita solo miental- 
mente, alla quale le premesse stesse non alludevano affatto. 


t H. Porxcare, L'intcention niathiématicque, nella « Revue du Mois», 10 juil- 
let 1908, pag. 9-12, 18-19; e anche in: Sezence ef néthode, Flammarion, Paris, 1908, 
Livre L chap. IN, pag. 4 e seg.i lo stesso, L'acernie des mdathématigries, in 
«Scientia », 1908, vili-3, pat. 5. 
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Del tutto analogamente, le premesse da cui il calcolo ma- 
tematico si parte non contengono affatto implicitamente le 
operazioni di calcolo, che la nostra fantasia resta invece del 
tutto libera di immaginare a suo piacere; e queste « successioni 
storiche » così liberamente immaginate di operazioni od espe- 
rienze quantitative, combinate fra loro nei più svariati modi, 
conducono, anche in tal caso, a fatti quantitativi nuovi, a pro- 
durre i quali occorre prima creare appunto colla fantasia una 
tale successione di eventi. Si dirà forse, — scrive a tale proposito 
il Milhaud, — che il matematico non fa «che trarre dai dati 
iniziali tutto ciò che essi contenevano implicitamente? Non 
sarebbe che un semplice modo di dire. Chi non sente tutta 
l’attività, tutta l’ingegnosità, tutta la potenza di creazione ne- 
cessaria per cavare fuori dalle idee primitive tutto ciò che vi 
era nascosto, o, più esattamente, per effettuare sopra di esse, 
prese come basi, le più ricche costruzioni? » — « Chi non sente 
che la matematica realizza il suo più gran successo, non già 
tanto pel suo sottomettersi docile alla realtà che ci sta di- 
nanzi, quanto per la spontaneità degli slanci del nostro spi- 
rito, per la ricchezza e la potenza della sua attività creatrice! ».! 

Da ciò tutta la spontaneità e la irregolarità della evolu- 
zione della matematica, proprie di ogni e qualsiasi processo 
combinatorio dovuto all’immaginazione.? 

Non c'è quindi attatto bisogno di ricorrere, come fa il 
Poincaré, — onde comprendere come mai il ragionamento mate- 
matico non sia tutto una tautologia, — al cosiddetto « principio 
di induzione completa » o « ragionamento per ricorrenza »; il 
quale non è, in sostanza, che un processo di generalizzazione 
di dimostrazione come qualunque altro (simile, p. es., a quello 
che conduce in geometria a generalizzare per tutti gli infiniti 
triangoli la dimostrazione fatta sopra un triangolo partico- 
lare), e basato, come qualunque altro processo di generaliz- 
zazione, sopra un ordinario passaggio al limite, nel senso che 
sj suppone eseguito un numero quanto si vuole grande di date 
operazioni. 8 


’ GG. MiuHaup, La pensée mathématigsite: son role dans l'histoire des idées, 
in: Nouvelles études 8ur l’histoire de la pensée scientifique, Alcan, Paris, 1911, 
pag. 22-23, 24-25. 

? Cfr. L. BrexscHvios, Les etapes de la philosophie mathématique, Alcan, 
Paris, 1912, pag. Ix. 

? (fr. H. Porxcark, Str Za nature du raisonnement mathématique, in: La 
Science et Uhiypothèse, Flammarion, Paris (senza data), 1%: Partie, chap.I, p. 9-28. 
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Parimente, tale capacità di eseguire coll’immaginazione 
successioni e combinazioni infinite di operazioni od esperienze 
quantitative nuove, di cui già si conoscono in precedenza i 
risultati, la quale è posseduta dal calcolo matematico in grado 
tanto superiore rispetto a tutte le altre forme di ragionamento, 
non gli deriva già da alcuna sua diversità sostanziale rispetto 
a queste ultime, bensì dalla proprietà, che abbiamo già visto 
essere comune a tutto il ragionamento in genere, cioè dell’ac- 
crescersì della capacità di deduzione coll’accrescersi del grado 
di astrazione. 

È perchè il concetto di « unità » da cui si parte e su cui 
sì fonda in definitiva tutto quanto il calcolo matematico rap- 
presenta l'oggetto il più schematizzato possibile — in quanto 
ogni e qualsiasi attributo particolare gli è tolto salvo quello 
della « pluralità », — in altre parole, è perchè la matematic: 
è la scienza dell’astrazione massima, che essa ha potuto spin- 
gere al massimo il numero e la varietà e la complicatezza delle 
combinazioni di operazioni od esperienze, immaginate di ve- 
nire eseguite su tale oggetto « unità » così schematizzato. 

In ciò aiutata anche dal continuo ulteriore processo di 
generalizzazione relativo alle diverse operazioni quantitative 
e alle loro combinazioni o maniere di combinazione, le quali, 
a mano a mano che determinati loro gruppi si addimostra- 
rano equivalenti rispetto a dati risultati, formali o sostanziali, 
davano luogo alla formazione di altrettanti corrispondenti 
nuovi concetti più larghi, che accrescevano così sempre più 
anche dal canto loro la possibilità e la capacità di deduzione 
di combinazioni quantitative ulteriori. ! | 

Da ciò, anche nella evoluzione delle matematiche, — come, 
del resto, in quella di tutte quante le scienze che si basano 
in gran parte sul ragionamento, — l’oscillare continuo fra le 
due opposte forme di attività del pensiero, fra la tendenza 
sintetica da una parte e quella analitica dall’altra; cioè a dire, 
ora verso la scoperta e la formazione di concetti nuovi ed ora 
nel senso di trarre e sviluppare da quelli ormai così acquisiti 
il maggior numero possibile di deduzioni, ? 

Ed è, infine, per tale suo stesso concetto estremamente 
astratto di « unità », suscettibile di rappresentare indittferen- 


1 Cfr. G. MiLHatp, saggio cit. La pensse math., ete., pag. 24. 
® Cfr., p. es., L. BrunscHvica, op. cit. Les éfupes de la philos. math., 
pag. 537. 
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temente tutte le unità di misura speciali, che il calcolo è po- 
tuto venire a costituire, per tutte le scienze fisiche, — a co- 
mineiare dalla geometria, grazie alla rappresentazione a mezzo 
di coordinate, — un grandioso sistema di « traduzione » in una 
stessa ed unica lingua di tutti indistintamente i rapporti quan- 
titativi intercedenti fra i loro fenomeni.! 

Sì che si può definire la matematica essere quella scienza 
in cui le esperienze semplicemente pensate, in essa costituenti 
il ragionamento, sono di natura quantitativa (0, possiamo ag- 
giungere, ordinativa) generalissima, tale da poter rendere equi- 
valenti, rispetto ai risultati di esse, i più svariati fenomeni 
fisici. ? 

Quanto al simbolismo, — fatta eccezione di alcuni casi 
specialissimi, quale, p. es., la parte indiretta che come abbiamo 
visto esso ha avuto nella formazione del concetto più gene- 
rale di numero esteso anche alle espressioni immaginarie e 
complesse, — nessuna parte veramente «attiva si può dire esso 
abbia in genere mai preso nello sviluppo delle matematiche. 
Chè esso si è limitato, per lo più, alla modesta funzione di 
docile e passivo strumento «del pensiero, esplicantesi, ora nel 
‘costituire un ben ordinato « casellario » per tutti i nuovi con- 
cetti che venivano via via formandosi, e ora nel rappresen- 
tare e riassumere sempre più concisamente le lunghe e com- 
plicate serie di operazioni analitiche che da questi nuovi e 
sempre più larghi concetti perveniva in copia sempre mag- 
giore a trarre la laboriosa e perseverante deduzione. 

Ma non per questo tale sua funzione di semplice « regi- 
stratore del pensiero » è stata meno utile. È stato, anzi, certa- 
mente, proprio in grazia del sno così meraviglioso simbolismo 
che alla matematica è stato possibile di accrescere indefinita- 
mente il numero e la varietà e la complicatezza delle combi- 
nazioni quantitative sempre nuove, semplicemente pensate. Le 
quali la fantasia del matematico non avrebbe mai potuto im- 
maginare e creare se il simbolismo non avesse tenuto sempre 
aperto davanti ad essa un inventario completo dei materiali 
— fatti originari o risultati via via acquisiti — su cui eserci- 


1 Cfr., p.es., A. Voss, Leder das Wesen der Mathematik, Zw. Aufl., Teubner, 
Leipzig, 1913, pag. 13. 

® Cfr. le diverse detinizioni della matematica riportate in A. Woss, ibdid., 
pag. 26-29. 

* Cfr. A. Comte, Cours de philosophie positive (1830), 50 édition, Société 
Positiviste, Paris, 1892, vol. I} pag. 120-121. 
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tarsi ulteriormente, e se non avesse nel tempo stesso fornito 
ad essa, ad ogni passo, una rappresentazione concreta e con- 
cisa del cammino che la fantasia stessa stava percorrendo. 

E la fantasia ha potuto giovarsi di tale simbolismo perchè, 
grazie alla omogeneità di tutte le operazioni od esperienze che 
quest’ultimo stava a rappresentare, essa poteva sempre vedere 
dietro ad esso il chiaro contenuto di operazioni od esperienze 
quantitative, quasi diremmo, facilmente concretizzabili. 

Certo, nella grande farragine delle combinazioni quantita- 
tive escogitabili, la fantasia anche del matematico più provetto 
ha avuto spesso bisogno di qualche significazione ancora più 
concreta, che « oggettivasse » sinteticamente tali o tali altri 
risultati analitici e la orientasse sia nel cammino già percorso 
sia in quello ancora da percorrere. Da ciò, come abbiamo 
visto, il grande aiuto che il sistema di « parallelismo », isti- 
tuito dalla geometria analitica, fra espressioni analitiche e 
luoghi geometrici, è stato per lo stesso puro calcolo, e l’uti- 
lità di ricorrere, persino, malgrado i suoi pericoli, alla inver- 
sione simbolica, onde giovarsi di tale preziosa guida anche 
quando questo parallelismo più non sussisteva. Da ciò, anche, 
l’aiuto che allo sviluppo del calcolo ha dato parimente la mec- 
‘anica e la fisica matematica in genere, la quale, come la geo- 
metria analitica, ha concorso pure dal canto suo a fornire 
nuovi e più svariati punti di partenza e sicure basi di appoggio 
e di sosta e preziose indicazioni di orientamento al fervido 
lavoro della fantasia combinatrice.! 

Ma la prima e più sostanziale ragione del grande aiuto 
che a questa fantasia combinatrice di sempre nuovi rapporti 
quantitativi ha potuto «dare il simbolismo matematico resta 
pur sempre il fatto della omogeneità delle operazioni od espe- 
rienze, tutte d’ordine quantitativo, che esso stava a rappresen- 
tare, il che permetteva, ripetiamo, alla fantasia stessa, anche 
in mancanza d’una significazione più concreta e sintetizza- 
trice, di farsi pur sempre un’idea abbastanza concreta dei fatti 
che il simbolismo le metteva dinanzi e sui quali essa doveva 
operare. 

Ci occorre ora pertanto di esaminare se altrettanto possa 
dirsi del simbolismo usato nella cosiddetta logica matematica 


! Cfr. p.es. V. VOLTERRA, Sur quelyues progrés récents de la physique 
medlliématigue, in: Clark University Lectures, Clark University Press, Worcester 
(Mass.), 1912, pag. 2. 
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e quindi se da esso possiamo parimente attenderci la medesima 
meravigliosa fertilità che abbiamo riscontrato il simbolismo 
corrispondente avere avuto nelle matematiche propriamente 
dette. Questo ci darà occasione di tare alcune considerazioni 
brevissime d’ordine generale anche su quest’ultima nuova 
branca della logica, colle quali porremo termine a questo no- 
stro studio sulle forme superiori del ragionamento. 


La logica matematica. 


Un ragionamento qualsiasi, in quanto serie concatenata 
«i esperienze semplicemente pensate, implica di per sè stesso, 
per ciascuna di queste ultime, un processo corrispondente d’in- 
duzione, magari più o meno inavvertito, mediante il quale il 
risultato conseguito da una data o da date esperienze fra loro 
simili, effettivamente eseguite nel passato, si generalizza in 
modo da attribuirlo anche alla esperienza attuale, simile esse 
pure alle precedenti, ora semplicemente pensata. Compiuta 
così che sia, per opera della fantasia combinatrice, quella data 
concatenazione di esperienze semplicemente pensate mediante 
la quale si perseguono le varie vicende dell'oggetto che in 
quel momento desta il nostro interesse, l’attenzione del ragio- 
natore, prima tutta rivolta all’atto creativo, può allora rian- 
dare il cammino rapidamente percorso durante quest'ultimo e 
soffermarsi ad ogni. passo a controllare e verificare, in base al 
propri ricordi più accuratamente evocati, se ogni risultato at- 
tribuito a ciascuna esperienza sia proprio giusto, cioè se cia- 
scuna delle induzioni su cui il ragionamento sì basa sia ve- 
ramente legittima. Si ha così un diverso modo di distribuzione 
dell’uttenzione che porta ad « esplicitare » ciascuna di queste 
induzioni, cioè a porla in particolare rilievo sotto forma di 
appartenenza d’un dato oggetto ad una data classe o di in- 
clusione di una data classe di oggetti in un’altra classe: il 
tale e tale oggetto oppure tutti gli oggetti di tale e tale classe, 
stati sottoposti che siano al tale e tale esperimento, presen- 
tano tali e tali attributi, cioè vengono a far parte di tale e 
tale altra classe. 

Ne consegue che il ragionamento, da essere un vero e 
proprio « Gedankenexperiment », assume allora la forma di 
determinate operazioni classificatorie (comprendenti inclusioni, 
riunioni, intersezioni, ecc., di classi), eseguite sopra un materiale 
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giù prodotto e presentato dinanzi alla mente dall’atto creatore 
precedente dovuto alla fantasia combinatrice. Per es., il nostro 
esperimento semplicemente immaginato, di cui abbiamo fatto 
più volte cenno, «del pendolo metallico trasportato da una 
stanza fredda ad una calda, assume allora la forma sillogistica: 
il pendolo così trasportato appartiene alla classe delle sbarre 
metalliche riscaldate; la classe delle sbarre metalliche riscal- 
date è inclusa in quella delle sbarre allungate; la classe delle 
sbarre allungate è inclusa in quella delle sbarre oscillanti più 
lentamente; dunque ecc. 

Questa forma di deduzione a base di operazioni su classi, 
nella quale può venire così a risolversi ogni e qualsiasi ra- 
gionamento, non è altro, dunque, che una specie di « catalo- 
gamento » dei risultati di determinate esperienze, dopo che 
queste, mercé la fantasia combinatrice, sono state mentalmente 
compiute. È come una dissezione anatomica d'un organo dopo 
che la rispettiva funzione ne ha determinato e creato la com. 
plicata struttura. In altre parole, è un modo statico di con- 
siderare i prodotti d’un processo dinamico. 

La possibilità di trasformare così ogni ragionamento, in 
grazia appunto dell’induzione che ne sta a base, in corrispon- 
denti operazioni di inclusioni, riunioni, intersezioni, ecc., di 
classi fa sì che queste ultime rappresentino esperienze d’or- 
dine il più generale che si possa immaginare, valevoli per 
tutti 1 ragionamenti in genere. Nel tempo stesso, in grazia 
di tale loro somma generalità e della conseguente esperienza 
famigliare di tutti i momenti, esse sono tali, — quale quella, 
p. es., del contenente-contenuto nella quale abbiamo ora trasfor- 
imato il nostro ragionamento sul pendolo, — che di ciascuna 
sì conosce già in precedenza il rispettivo risultato, di guisa 
ehe possono venire semplicemente pensate. 

Queste operazioni, semplicemente pensate, di inclusioni, 
riunioni, intersezioni, ecc., di classi, danno perciò luogo a ri- 
sultati parimente d’ordine generalissimo, rispetto ai quali tutti 
quanti i ragionamenti, considerati che siano nel loro modo 
statico, sono fra loro equivalenti. Esse riassumono pertanto 
«] principî fondamentali del ragionamento » e costituiscono 
così la « logica pura », cioè a dire un modo di ragionare che 
ale universalmente per tutti i casi possibili, i quali ne diven- 
gono altrettante applicazioni. Il linguaggio colle sue propo- 
sizioni e i suoi processi sillogistici, da una parte, e la logica 
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matematica o logistica con i suoi appositi simboli e le sue 
trasformazioni algoritmiche, dall’altra, intesi tanto l’uno che 
l’altra a dare l’espressione o traduzione adeguata di queste 
operazioni su classi ne costituiscono la corrispondente « logica 
formale », cioè la forma che riveste, in simboli verbali o alg'o- 
ritmici, la logica pura. 

Alle regole riscontrate empiricamente sussistere nei pro- 
cedimenti della logica pura, le quali non fanno che rendere 
conto «delle ora dette operazioni su classi e dei rispettivi ri- 
sultati, fanno riscontro date « leggi » 0 « assiomi » che regolano 
i corrispondenti procedimenti di quella formale. 

Questi assiomi o leggi della logica formale, queste cosid- 
dette « leggi del pensiero », non sono dunque altro, essi pure, 
che l’espressione di « proprietà effettive degli insiemi di cose »; 
« essì esprimono semplicemente le proprietà di tutte le clas- 
sificazioni possibili »; non sono, cioè, non meno dei geome- 
trici, che semplici constatazioni empiriche, solo d’ordine più 
generale ancora. Ed essi hanno carattere normativo appunto 
perchè rappresentano «la quintessenza della nostra esperienza 
in senso lato ».! 

Di guisa che, non già la geometria, non già l’aritmetica, 
bensì la logica stessa più pura e più formale, anche in quanto 
« insieme, come dice il Couturat, di implicazioni formali indi- 
pendenti da ogni contenuto », anche in quanto « scienza, come 
dice il Russell, in cui non si sa mai di che cosa si parli nè 
se quello di cui si parla sia vero », è dessa effettivamente la 
prima «delle scienze sperimentali. E il ragionamento anche in 
essa — prima, naturalmente, che per il simbolismo usato e per 
la lunga abitudine nell’adoperarlo abbia potuto trasformarsi 
in processo meccanico — non cessa un solo istante di essere 
un seguito di «tti d’intuizione, in quanto rappresenta sempre 
un seguito di operazioni, sia pure d’ordine generalissimo, ma 
pur sempre « tangibili », quale quella ora accennata «del con- 
tenente-contenuto o altre consimili di inclusioni, riunioni, in- 
tersezioni, ecc., di classi, che la mente immagina di eseguire 
sopra dati gruppi od insiemi di cose. 

Ne consegue che la pretesa di potere eliminare dalla « lo- 


1 Cfr., p.es. F. Exrioves, Problemi della scienza, Zanichelli, Bologna, 1906, 
pag. 218-220; H. PoixcarE, Les derniers efforts des logisticiens, in op. cit.: 
Science et métli., pag. 212: GC. Mixeo, Logica e matematica, « Riv. di Filosofia », 
Genn.-Marzo 1911, pag. 50. 
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gica pura », in grazia del simbolismo introdotto, ogni traccia 
d’intuizione (« l'intuizione, scrive il Couturat, non deve avere 
alcuna parte nei ragionamenti rigorosi; questi, per essere tali, 
devono essere puramente logici »), equivale a credere di po- 
tere rinunziare appunto a quell’attività psichica che sola ci 
permette di dedurre conseguenze o stabilire « relazioni logiche » 
nuove dalle premesse ammesse; e questo perchè ogni dedu- 
zione, anche nella logica più pura e più formale, altro non è, 


ripetiamo, che una combinazione di operazioni od esperienze 


semplicemente immaginate. ! 

Queste operazioni d'ordine generalissimo su classi che la 
logica classica esprimeva colle proposizioni del linguaggio co- 
mune e col loro concatenamento nelle forme sillogistiche la 
logica matematica ha inteso esprimere mediante appositi al- 
goritmi e corrispondenti trasformazioni simboliche. 

Le è bastato all’uopo di chiamare con lettere le diverse 
classi e di ricorrere a pochissimi segni, inventati apposita- 
mente, per indicare rispettivamente: uguaglianza fra oggetti 
(già distinti Puno dall'altro perchè considerati sotto punti di 
vista rispettivamente diversi) o fra classi di oggetti (fra loro 
distinte dal punto di vista della comprensione, cioè delle pro- 
prietà che le caratterizzano, e risultanti poi identiche per esten- 
sione, cioè per il numero dei propri componenti), Pappartenenza 
di oggetti a classi, Pinelustone di classi in altre classi, la riu 
mnione e la intersezione di classi (dette anche « addizione » e 
« moltiplicazione » logica per alcune proprietà che esse hanno 
a comune colle operazioni algebriche di tal nome; e la seconda 
delle quali Boole avevi chiamato col nome di « elezione », 
consistendo in sostanza nello scegliere entro una data classe 
di oggetti una data particolare sottoclasse di questi ultimi), 
nonchè i quattro principali casi di appartenenza o d’inclusione, 
originari o conseguenti da date operazioni, consistenti nel non 
contenere uni classe che «n solo oggetto, o tutti gli oggetti che 
non appartengono a un’altra data classe, o nessun oggetto, o 
tutti gli oggetti di cui si discorre; colle quali relazioni e ope- 
‘azioni fra oggetti e classi e fra classi e classi la logica ma- 


1 Cfr. su questa pretesa di alcuni matematici e di molti logici-matematici, 
p.es. A. Voss. op. cit.i eber das Wesen d. Math., pag. 83, 87; L. COUTURAT, 
Les principes des mathématiques, Alcan, Paris, 1905, pag. 288; H. PoINCARE, 
Les mathématiques et la logiqrie, « Revue de Métaph. et de Mor.», Nov. 1909, 
pag. 825, 820-830; L. BrusscHvice, op. cit. Les dtapes de la philos. math., pag. 400. 
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tematica è venuta così a rappresentare tutti i rapporti logici 
possibili. * 

Dopo di che, profittando dei suddetti risultati già forniti 
dalla esperienza più famigliare di tutti i giorni, relativi a in- 
clusioni, riunioni, intersezioni, ece., di classi — quale quella 
del contenente-contenuto e simili — o aiutandosi colla rap- 
presentazione concreta delle classi stesse a mezzo di regioni 
dello spazio o di circoli del piano, ha trovato, nella stessa 
guisa che i matematici pel calcolo algebrico, le proprietà dei 
simboli e le conseguenti leggi del calcolo logico, cioè le regole 
che devono presiedere alla trasformazione di date formule in 
altre equivalenti, onde esprimere queste operazioni su classi 
e i loro risultati.” 

Ha così trovato, p. es., che le proprietà commutativa, as- 
sociativa, distributiva, ecc., analoghe a quelle che valgono per 
l’addizione e moltiplicazione algebrica, valgono anche per le 
operazioni logiche di riunione e intersezione di classi, mentre 
valgono per queste ultime e non per le prime altre proprietà 
che semplificano grandemente il calcolo logico in confronto a 
quello algebrico; ha riscontrato, inoltre, che altre proprietà, 
quali la riflessiva, la simmetrica, la transitiva, esse pure ana- 
loghe alle corrispondenti dell’algebra, valgono per certe rela- 
zioni logiche e non per altre; e così via, e così via: ha fissato, 
insomma, in tal modo, date regole del calcolo logico, le quali, 
una volta così stabilite per via empirica, permettono in seguito 
di dimostrare, analogamente al calcolo algebrico, altre verità 
logiche, per via di pure trasformazioni di calcolo. * 

Pure trasformazioni di calcolo, però, le quali, in quanto 
soddisfacenti a tali regole, non cessano esse pure — inconsa- 
pevolmente per il calcolatore che le usi ormai macchinal- 
mente — di rappresentare altre consimili esperienze genera- 
lissime di inclusioni, riunioni, intersezioni, ecc., di classi. 


1 Cfr., p. es., A. Papoa, Le logique déducetive dans sa dernière phase de 
développement, Gauthier-Villars, Paris, 1912, pag. 2141; G. Praxo, Notations de 
logique mathématique, Introduction au formulaire de mathématique publiée 
par la «Riv. di Mat. », Turin, 1894, in ispecie pag. 4, 7 e seg.; G. VarLati, La 
logiquo matliématique el su nouvelle phase de développement dans les écrits 
de M. G. Peano, in: Scritti di G. Vailati, Firenze, Seeber, 1911, pag. 230 e seg. 

? Cfr. p. es., A. N. WHITEHEAD, A Treutise on universal Algebra, Vol. I, 
University Press, Cambridge, 1898, pag. 38 e seg. 

i Cfr., p. es., A. Papoa, op. cit.: La log. déd., ete., pag. 62-73, 9-96; L. Cou- 
TURAT. Op. cit.: Prince. des matli., pag. 10 e seg.: lo stesso, L’'ulgébre de la lo- 
gique, Gauthier-Villars, Paris, 1905, pag. 1-25. 
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Dalle relazioni e operazioni concernenti le classi si è poi 
passati facilmente a quelle concernenti le proposizioni, le quali, 
in forma più o meno diretta o indiretta, non stanno in so- 
stanza a indicare che le relazioni e operazioni medesime, le 
« predicazioni » non esprimendo, infatti, che appartenenze di 
oggetti a classi o inclusioni di classi in altre classi. Tutte le 
relazioni della grammatica si riscontra allora potere venire 
espresse per mezzo dei segni della logica matematica, che rat- 
figurano ideograficamente non altro che relazioni e operazioni 
concernenti classi. L’ideografia logica e la logica matematica 
vengono pertanto a fornire, rispettivamente, il vocabolario e 
la sintassi comuni a tutte le scienze deduttive. 1 

Il primo vantaggio così ottenuto con tale « ideogratia lo- 
gica » è stato quello di costituire un sistema il più conciso 
possibile di scrittura universale indipendente da qualsiasi lin- 
gua; in altre parole, di fornire uno strumento di traduzione 
o trascrizione simbolico-stenogratica, a scopo di economia di 
spazio e di comprensione internazionale, di date teorie dedut- 
tive già costruite, in ispecie matematiche; servendosi all’uopo, 
oltre che dei simboli logici propriamente detti, anche di quelli 
rappresentanti gli elementi fondamentali relativi a quella data 
teoria deduttiva che si vuole così trascrivere. L'applicazione 
più tipica ne è il ben noto « Formulario » del Peano, che co- 
stituisce così una pura e semplice ricostruzione e un conden- 
sato repertorio di date teorie matematiche e dei loro princi- 
pali risultati, rispettivamente già costruite e già trovati coi 
metodi matematici ordinari. * 

Un secondo vantaggio che i logistici si sono ripromessi 
dal loro simbolismo è stato quello di riparare all’imprecisione 
del linguaggio ordinario e di procurarsi così un mezzo più 
delicato e più perfetto di analisi e di espressione scientifica. 
Per es., certi termini grammaticali, come la parola alcuni, 
per la dubbia loro estensione, possono dar luogo ad espres- 
sioni ambigue; altri termini del linguaggio comune assumono 


! Cfr., p. es., G. PeANO, op. cit.: Notations de log. matli., pag. 18 e seg., 
42 e seg.: G. VAILATI, saggio cit.: La log. math. et sa nontv. phase de dév., 
pag. 236; L. CouTURAT, op. cit.: Prée. des math., pag. 2 e seg., 16 e seg.: lo 
stesso, op. cit.: L'alg. de la log., pag. 3 e seg.; A. PaDOA, 0p. cit.: La log. dded., ete., 
pag. 19 et seg., 45 e seg. 

® Cfr., p. es., lo stesso G. PEANO, op. cit.: Notatiorns de log. math. ; Introduct. 
au formulaire de niatli.; e: M. Wixter, La miéthode dans la philosophie des 
mathématigues, Alcan, Paris, 1911, pag. 60, 65. 
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spesso un significato diverso a seconda dell’insieme della frase 
in cui si trovano 0 del posto oceupato nel periodo, mentre a 
scopo di rigore scientifico sarebbe bene che ad ogni termine 
corrispondesse sempre un unico significato; le « predicazioni » 
della lingua parlata non distinguono per lo più se il soggetto 
della proposizione è un individuo singolo od una classe, cioè 
se la proposizione esprime un’appartenenza o un’inclusione, 
€, nel primo caso, non dicono chiaramente se il soggetto è 
o no l’unico individuo della classe costituita dal predicato, 
nè la forma verbale d’un tale predicato precisa talvolta a 
sufficienza quale sia effettivamente la classe che esso sta a 
rappresentare; e così via, e così via, Sostituendo quindi alle 
forme verbali, spesso presentanti tali o consimili ambiguità, 
dei simboli rigorosamente definiti, la logistica acquista così, 
sostengono i suoi patrocinatori, una precisione molto maggiore 
che permette di sottomettere a un'analisi più precisa e più 
metodica tutte le teorie deduttive.! 

Vantaggio, questo, d’una maggior precisione «di espres- 
sione e di una maggior delicatezza di analisi, che non si può 
certo negare, ma che è stato grandemente esagerato, sia per- 
chè il linguaggio comune ha in sè stesso i mezzi di riparare, 
con opportune circonlocuzioni, all’ambiguità di certe sue forme, 
sia perchè la riflessione ordinaria rivolta, non tanto sulle espres- 
sioni verbali traducenti il ragionamento, quanto, indipendente- 
mente da queste ultime, sul ragionamento sostanziale stesso quale 
serie di esperienze « tangibili » semplicemente pensate, cioè quale 
processo immaginato e seguito dall’ « occhio della mente », 
— rivolta, insomma, sul ragionamento effettivo a base di cose 
anzichè sul suo rivestimento a mezzo di parole, — resta e re- 
sterà sempre, nella maggior parte dei casi, il miglior modo, 
sebbene meno metodico, di evitare conelusioni errate: Appunto 
perchè ci si sottrae così senz’altro ai pericoli che sempre pro- 
vengono, nel giudicare della legittimità di date combinazioni 
e constatazioni mentali, dal perdere di vista queste ultime, 
che il linguaggio avrebbe l’ufficio di richiamare semplicemente 
alla memoria, e dall’aftidarsi in loro vece esclusivamente al 
linguaggio stesso o a qualsiasi altro processo di espressione 
formale, che di tali processi mentali possono sempre non es- 

1 Cfr., per es., A. PapOA, op. cit.: La log. déd., ete., pag.11-12, 60; F. Ex- 


RIQUES, Op. cit.: Prodl. della scienza, pag. 159-161; L. COUTURAT, Op. cit.: Princ. 
des muatl., VI. 
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sere che traduzioni grossolane più o meno infedeli: « Non si 
può prendere nessuna peggior abitudine, scrive il Jevons stesso, 
di quella di accontentarsi di parole invece che della vera co- 
noscenza delle cose. Noi non dovremmo mai perdere alcuna 
occasione di imparare a conoscere, per mezzo dei nostri sensi, 
le forme, le proprietà e i cambiamenti delle cose, affinchè il 
linguaggio che adoperiamo possa, per quanto è possibile, ve- 
nire usato intuitivamente, e affinchè possiamo così evitare le 
assurdità e le fallacie nelle quali si può altrimenti cadere ».! 

Terzo vantaggio perseguito, fin già dal Leibniz stesso, 
era quello «di pervenire, a risparmio di lavoro intellettuale, a 
« meccanizzare » il ragionamento, riducendolo a semplici tras- 
formazioni di formule effettuabili secondo norme fisse e per 
così dire automatiche come nell’algebra ; colla speranza anche 
che, col facilitare così tutte le combinazioni possibili fra i sim- 
boli, si sarebbe giunti, anche in questo campo, a scoprire con- 
tinui risultati nuovi, non pochi magari dei quali il ragiona- 
mento ordinario, affidato alla fantasia combinatrice solo di 
operazioni od esperienze intuibili, difficilmente avrebbe forse 
trovato. Si sperava, in altre parole, che la logistica, strumento 
d’analisi, collo scoprire e mettere in evidenza gli elementi co- 
stitutivi di tutti quanti i ragionamenti possibili, avrebbe poi 
potuto pervenire, come appunto è successo per la chimica, a 
sintesi o risultati complessi nuovi coll’associare fra loro nei 
più svariati modi questi elementi. ? 

Invece, da quanto abbiamo esposto risulta chiaro essere 
vano sperare che, in quanto a fecondità, il simbolismo logico 
possa mai neppur lontanamente paragonarsiìi a quello algebrico. 
Il calcolo logico, infatti, per la sua stessa natura, non è e non 
può essere che un mezzo di verifica, non mai di scoperta ; può 
essere come il microscopio, come la lente dell’orologiaio che 
riscontra l’assenza o la presenza di qualche piccola imperfe- 
zione nei complicati e minuti ingranaggi del meccanismo giù 
costruito, ma che non può essere di nessun aiuto nell’ideare 


DI 


quest’ultimo. Giustamente è stato detto che la logistica può 


1 SraxLev Jevons, //ementary Lessons in Logic (First Edition, 1870), Mac- 
millan, London, 1909, pag. 59-60. 

2? (fr. p. es.. G. VAILATI, Sul carattere del contributo apportato dal Leibniz 
allo seluppo della logica formale, in op. cit.: Seritti di G. Vailati, pag. 619 
e seg.i L. Brexsenvica, op. cit.i Les élapes de la philos. math., pag. 375. 402: 
A. Papoa. op. cit.: La log. ded. ete., pag. 830. 
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fare dei « periti » di controllo, non dei ragionatori inventori; 
che essa può dare fascie di sostegno, per non cascare, al non 
sicuro di sè, ma non ali alla fantasia costruttrice d’un ragio- 
namento nuovo; che essa sta rispetto al vero ragionamento 
fecondo come la metrica e l’armonia stanno alle creazioni del 
genio poetico e del genio musicale; e che i fatti stanno ap- 
punto lì a dimostrare che essa non ha mai risolto da sola 
alcun problema nè contribuito mai neppure in piccola parte 
alla creazione di alcuna nuova teoria. ! 

Questa «aridità o sterilità della logistica che tanto con- 
trasta colla sì grande fertilità dell'algebra è insita, ripetiamo, 
nella sua stessa natura. È questo per due ragioni d’ordine 
fondamentale: 

Anzitutto, il fatto che la logistica non consta, in sostanza, 
che di operazioni di catalogamento di prodotti già ottenuti 
per mezzo del ragionamento creatore implica di necessità Po- 
pera preventiva di quest’ultimo onde dare alla logistica stessa, 
in ogni e qualsiasi sua applicazione, la materia prima su cui 
esercitarsi. È solo quando il ragionamento inventore, sospinto 
dal libero giuoco della fantasia, ha condotto a risultati nuovi, 
che si può procedere a ordinare questi ultimi pazientemente 
e metodicamente. La deduzione, sia sillogistica, sia, a fortiori, 
logistica, può quindi procedere passo a passo e metodica solo 
nella sua fase sistematrice, non in quella ereatrice, ove impera 
e deve imperare sovrana la fantasia. * 

In secondo luogo, se invece si rinunzia a scendere ad al- 
cuna applicazione, allora è la stessa troppo grande indetermi- 
natezza della natura dei fenomeni, cui sì riferiscono le opera- 
zioni semplicemente pensate costituenti la logistica, che fa sì 
che alla fantasia combinatrice delle operazioni stesse sempli- 
cemente pensate venga tolta ogni possibilità di esercitarsi: 
Mentre nell’algebra, infatti, come abbiamo visto, il rispettivo 
simbolismo permette alla fantasia combinatrice, anche in man- 
canza d’una significazione più concreta e sintetizzatrice, di 
farsi pur sempre un’idea abbastanza tangibile dei fatti sui 


! Cfr., p. es., L. CoutuRrAT, op. cit.: Prince. des mniath., pag. 3495: A. PaDOA, 
op. cit.: La log. déd., etc., pag. 15-16; H. PorxcaRé, Les mathénatiques et la 
logictte, «Rev. de Metaph. et de Mor. », mai 1906, pag. 295; L. CouTuRAT, Pour 
la logistique, « Revue de Meétaph. et de Mor. », mars 1906, pag. 215; M. WINTER, 
op. cit.: La méth. dans la phlos. des mathi., pag. 60, 65. 

2? Cfr., p.es. E. MacH. Erkenntnis nu Irrtum, Leipzig, Barth, 1906, p. 318. 
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quali essa deve operare, e questo grazie al fatto dell’omoge- 
neito dei fenomeni, tutti di natura quantitativa, che il simbo- 
lismo stesso sta a rappresentare; nella logistica, invece, la 
grande indeterminatezza dei simboli fa sì che essi stanno a 
‘appresentare, indistintamente e contemporaneamente, feno- 
meni i più cterogenci possibili, di guisa che viene a mancare 
ogni possibilità di qualsiasi interpretazione concreta, neppure 
lontanissima, che possa ad un tempo far nascere nel ragiona- 
tore V’interesse per il proprio ragionamento e permettergli Za 
veduta sintetica dell’ insieme di quest’ultimo. Nenza questo in- 
teresse, manca allora ogni stimolo ad ideare quelle combina- 
zioni capaci di condurre alla meta desiderata o comunque a 
qualche risultato che possa sembrare importante, e manca 
persino qualsiasi criterio di valutazione o «di scelta di fronte 
alle infinite combinazioni simboliche, tutte indifferentemente 
ottenibili col puro giuoco fortuito del calcolo meccanico; men- 
tre senza questa veduta sintetica dell’insieme del ragiona- 
mento, e senza il corrispettivo nesso affettivo che vi si rial- 
lacci, viene a mancare alla fantasia anche ogni filo conduttore 
atto a dare unità a tutto quanto il processo combinatorio.! 
In altre parole, quando l’astrazione sorpassa un dato li- 
mite, sì da comprendere nei rispettivi concetti le cose più 
eterogenee possibili, cioè quando da astrazione diviene inde- 
terminatezza completa, allora tutti i vantaggi che si hanno 
sempre nel passare da un ragionamento concreto e particolare 


ad uno più astratto e generale — e che il Russell pretende 
si debbano avere al loro massimo grado nella logistica — ven- 


gono invece a cessare; appunto perchè si rende con ciò im- 
possibile lo stimolo « nuove ricerche sperimentali semplicemente 
pensate, cioè a nuovi ragionamenti da tentare nei più vari 
sensi, che proviene dall’uso di immagini, di rappresentazioni 
. concrete, nelle quali ogni concetto sia pure astratto quanto 
si vuole, ma che comprenda cose che almeno da un dato solo 
punto di vista possano considerarsi come omogenee, è sempre 
invece traducibile. * 

Non solo, chè mentre l’algebra, pure operante col suo 


1 Cfr. H. Porxcarf, saggio cit.: Les meat. et la log., in op. cit.: Science et 
 Métli., pag. 158: lo stesso, Les définitions mathématiques et l’'enseignement, 
« ibid. >, 133-134, 137: A. Voss, op. cit.: eder das Wesen d. Math., pag. 28. 

* Cfr. B. RusseLi, L'importance philosophique de la logistique, « Revue de 
Meétaph. et de Mor. >», mai 1911, pag. 286; E. MAcH, op. cit.: Lrk. wu. /rrt., pag. 249. 
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simbolismo su fenomeni già di per sè sufficientemente tangi- 
bili all*immaginazione perchè di natura omogenea, si è ciò 
non ostante di continuo sforzata, come abbiamo visto, colla 
geometria analitica, colla meccanica e colla fisica matematica 
in genere, e colla stessa inversione simbolica, di « concretiz- 
zare » od « oggettivare sinteticamente » il più possibile i suoi 
simboli e le sue formule, e ciò allo scopo di eccitare e pro- 
vocare appunto la fantasia combinatrice; i logistici, invece, 
sì sono fatti un punto d’onore di « sconeretizzare » il più pos- 
sibile i simboli propri, di vuotarli colla più scrupolosa e mi- 
nuziosa cura d’ogni contenuto d’intuitiva evidenza o suscet- 
tibile comunque di dare all’immaginazione il benchè minimo 
appiglio. Così facendo, la logistica, già dunque sterile per la 
sua stessa natura, veniva ad aggravare sempre più questa sua 
sterilità deliberatamente. ! 

Non ci soffermeremo, infine, sull’ultima e più esagerata 
pretesa di aleuni logistici, quali il Russell e il Couturat, che 
la logistica possa servire da sola a costruire tutte le matema- 
tiche, senza bisogno di aleun ricorso ad ulteriori induzioni: 
il solo fatto che la logistica non è di per sè che un metodo 
di catalogamento, suscettibile di servire per tutte le sorta pos- 
sibili di operazioni od esperienze semplicemente pensate e pei 
loro risultati, implica che per scendere da questo cataloga- 
mento d’ordine generalissimo ai catalogamenti particolari, va- 
levoli solo per date categorie di operazioni od esperienze, sia 
necessario conoscere in più quelle proprietà particolari che 
differenziano queste date categorie da tutte le altre. Ed è noto, 
infatti, come nelle loro definizioni, p. es., degli elementi arit- 
metici e delle operazioni da eseguirsi su di essi i logistici non 
facciano che esprimere le proprietà fondamentali delle opera- 
zioni aritmetiche che l’aritmetica e l’algebra stesse hanno di- 
mostrato sufficienti a servir loro da base per dedurne tutto 
il loro mirabile edificio. ? 

Cosicchè possiamo concludere che se la logistica, in quanto 
sistema di trascrizione steno-ideografica internazionale, ha rag- 


1 (fr., p. es., L. CoutURAT, op. cit.: Prince. des math., pag. 7-8. 

* Cfr., p.es., L. COUTURAT, 0p. cit.: Prince. des math., pag. 5, 25-26: H. Poix- 
CARE, saggio cit.: Les math. et lu logique, in op. cit.: Science et méth., pag.164-170; 
M. WixTER, op. cit.: La mméth. dans la philos. des math., pag. 48, 72, 98-100; 
(ir. Lucas nE Prstoiian, Les syste mes logiques et la logistique, Rivière, Paris, 1909, 
pag. 269. 
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gunto lo scopo propostosi, e, in quanto sistema di controllo 
.del rigore logico, può riuscire talvolta utile, è invece condan- 
nata, come mezzo di scoperta, alla sterilità più completa, nè 
tanto meno può pretendere di costituire, da sola, la matrice 
feconda di tutta la scienza matematica. 

E che quindi psicologicamente del tutto errato sarebbe 
di sperare dal simbolismo logistico, neppure lontanamente, 
quei vantaggi veramente immensi che l’introduzione del ri- 
spettivo simbolismo ha invece avuto nelle matematiche pro- 
priamente dette. 


E con ciò abbiamo terminato questa rapidissima e ad un 
tempo forse troppo lunga scorsa data alle forme superiori del 
ragionamento; la quale però ci è sembrata necessaria onde 
cercare di porre bene in evidenza che la natura fondamentale 
del ragionamento, in quanto serie di operazioni od esperienze 
semplicemente pensate, rimane intatta anche là dove un’astra- 
zione spinta oltre ogni limite e una veste simbolica oltremodo 
complessa possono riuscire a primo aspetto a nasconderla e 
persino a sfigurarla. 

Bastava, del resto, il nome stesso di calcolo, ancora con- 
servato alle operazioni della matematica, a testimoniare inde- 
lebilmente come la grande nobiltà odierna delle forme supreme 
del ragionamento tragga la sua umile origine da quelle pri- 
missime operazioni di conteggio che su cumuli e poi su filari 
. di pietruzze effettuarono materialmente e penosamente i no- 
stri antichi progenitori, certo ignari che da tali sì modeste e 
sì pratiche operazioni potesse poi, per virtù di infinite gene- 
razioni di menti le più elette, spiccare il suo ardito volo la 
fantasia creatrice d’un poema sì ricco e sì meraviglioso. 


Milano. 
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eta des Airplane chez les présocratiques grecs. IIème Partie: Anaxagore et les atomistes). 
— 19183, n. 6. 

Milhaud, G. (Montpellier): Cournot et le pragmatisme scientifique contemporain. — 1911, n. 4. 

.Millosevich, E. (Z'oma): Dalla torre di Babele al laboratorio di Groninga (De la tour de Babel 

| au laboratoire de Groningue). - 1912, n. 5. 

Moreux, Th. (Bourges): Le Soleil et la prévision des pluies. — 1910, n. 4. 

— Où nous entraîne notre Soleil? - 1918, n. 6. 

Naville, E. (Genere): La méthode scolastique dans la science du langage. — 1913, n. 2. 

Nernst, W. (Berlin): Sur quelques nouveaux problèmes de la théorie de la chaleur. — 1911, n. 4. 

Oppenheimer, F.(ZBerlin): Wesen und Entstehung des Kapitalismus (L' essence et l'origine du 
capitalisme). — 1908, n. 2 et 4. 

— Wert und Mehrwert. I. Teil: Die Monopol-Theorie des Mehrwertes (Valeur et plus-value. 
Ire Partie: La théorie de monopole de la plus-value). — 1918, n. 2. 

— Wert und Mehrwert. II. Teil: Kritik der Marx'sche Theorie des Mehrwertes (Valeur et 
plus-value. IIème Partie: Critique de la théorie de la plus-value de Marx). — 1913, n. 8. 

Ostwald, W. (Leipzig): Zur modernen Energetik (De l’énergétique moderne). - 1907, n. 1. 

— Der Wille und seine physische Grundlegung (La volonté et sa base physique). — 1911, n. 2. 

— Ueber Organisation und Organisatoren. I. Teil: Allgemeine Theorie (De l’organisation et des 
organisateurs. I*re Partie: Théorie générale). — 1912, n. è. 

— Ueber Organisation und Organisatoren. II. Teil: Moderne Probleme (De l’organisation et des 
organisateurs. II.ème Partie: Problèmes modernes). — 1912, n. 6. 

Pareto, V. (Losanne): L'économie et la sociologie au point de vue scientifique. — 1907, n. 2. 

Pearl, R. (Orono, Maine - U. S. A.): Biometrical ideas and methods in biology: their significance 
and limitations (Les idées et méthodes biométriques en biologie: leur signification et leurs 
limitations). — 1911, n. 8. 

Perozzi, S. (Bologna): Socialismo giuridico (Le socialisme juridique). — 1911, n. 8. 

— der e concetti nell’evoluzione giuridica (Préceptes et concepts dans l’évolution juridique). 
- 1912, n. 8. 

Pettazzoni, R. (Roma): La scienza delle religioni e il suo metodo (La science des religions 
et sa méthode). — 1918, n. 2 

Picard, E. (Paris): La mécanique classique et ses approximations successives. — 1907, n. 1. 

Piéron, H. (Paris): Le problème de l’orientation, envisagé chez les fourmis. — 1912, n. 6. 

Pikler, J. (Budapest): Ueber die biologische Funktion des Bewussteseins (Sur la fonction biolo- 
gique de la conscience). — 1909, n. 2. | 


Pizzetti, P. (Pisa): Le misurazioni fisiche e la teoria degli errori d'osservazione (Les mesurages 
physiques et la théorie des erreurs d'observation). — 1907, n. 8 

Poincaré, H. (Paris): L’avenir des mathématiques. — 1908, n. 3. 

— L'’évolution des lois. — 1911, n. 2. 

— La logique de l'infini. — 1912, n. 4. 

— L'espace et le temps. — 1912, n. 6. 

Prenant, A. (Paris): Les théories physiques de la mitose. — 1918, n. 8. 

Pringsheim, E. (Bres/an): Temperaturstrahlung und Lumineszenz (Rayonnement thermique et 
luminescence). — 1918, n. 2. | : 

Puiseux, P. (Paris): La place du Soleil parmi les étoiles. — 1911, n. 1 

Rabaud, E. (Paris): L'évolution tératologique. — 1911, n. 1. 

Raffaele, F. (Palermo): Il concetto di specie in biologia: 1. Avanti e in Darwin; II. La critfca 
post-darviniana (Le concept d'espèce en biologie: I. Avant et chez Darwin; II. La critique 
post-darwinienne). — 1907, n. 1 et 2. 

Reinach, S. (Paris): De l’influence des images sur la formation des mythes. — 1909, n. 2. 

Rey, A. Cao) La possibilité d'une méthode positive dans la théorie de la connaissance. — 

909, n. 

— L'ostracisme du concept de force dans la physique moderne. — 1912, n. 8. 

Riccobono, S. (Palermo): L'influenza del cristianesimo nella codificazione di Giustiniano (L'in- 
finence du christianisme dans la codification de Justinien). — 1909, n. 1. 

Rignano, E. (Milano): Le ròle des « théoriciens » dans les sciences biologiques et sociologiques. 
— 1912, n. 2. 

— La mémoire biologique en énergétique. — 1909, n. 8. i 

— Dell’origine e natura mnemonica delle tendenze affettive (De l'origine et de la nature mné- 
monique des tendances affectives). — 1911, n. 1 

— Dell’attenzione. Ia Parte: Contrasto affettivo e unità di coscienza (De l’attention. Ière Partie: 

Contraste affectif et unité de conscience). — 1911, if. 4. 

Dell’attenzione. IIa Parte: Vividità e connessione (De l'attention. IIeme Partie: Vividité et 

connexion). — 1912, n. 1. 

— Che cos'è il ragionamento? (Qu'’est-ce que le raisonnement?). - 1918, n. 1. 

— L'evoluzione del ragionamento. Ia Parte: Dal ragionamento conereto al ragionamento astratto 
A raisonnement. Ière Partie: Du raisonnement concret au raisonnement abstrait). 
— 1913, n. 

— L'evoluzione del ragionamento. Ila Parte: Dall’intuizione alla deduzione (L’évolution du 
raisonnement. II*me Partie: De l’intuition è la déduction). — 1918, n. 6 

— Qu'est-ce que la conscience? -— 1907, n. 4. 

— Il fenomeno religioso (Le phénomène religieux). — 1910, n. 1. 

— Le matérialisme historique. -— 1908, n. 8. 

— Il socialismo (Le socialisme). — 1910, n. 4. : 

Righi, A. (Bologna): Comete ed elettroni (Comètes et électrons). — 1910, n. 4. 

Ritz, W. (Gòftingen): Die Gravitation (La gravitation). — 1909, n. 2. 

— Du ròle de l’éther en physique. — 1908, n. 2. 

Rosa, D. (Firenze): Delle leggi che regolano la variabilità filogenetica (Des lois qui gouvernent 
la variabilité phylogénétique). — 1908, n. 4. 

— I dilemmi fondamentali circa il metodo dell'evoluzione (Dilemmes fondamentaux touchant la 
méthode de l'évolution). — 1912, n. 2. 

Rouse, W. H. D. (Cambridge): Classical work and method in the twentieth century (Les études 
classiqnes pendant le XX° siècle). — 1908, n. 8. 

Rudzki, M. P. (Cracovie): L'ige de la Terre. - 1913, n. 2. 

Russell, B. (Cambridge): On the notion of cause (Sur la notion de cause). — 1918, n. 8. 

Russell, E. S. (London): The evidence of natural selection (Les preuves de l’existence d'une sé- 
lection naturelle). — 1909, n. 1. 

— Vitalism (Le vitalisme). — 1911, n. 2. 

Sagnae. Ph. (Lille): De l’importance relative des faits économiques dans l'évolution historique. 
- 1909, n. 2. 

Sayce, A. H. (Oxford): The laws of Babylonia (Les lois de Babylone). — 1912, n. 1. 
Schiaparelli, G. (Milano): I primordi dell'astronomia presso i Babilonesi (La naissance de l'astro- 
nomie chez les Babyloniens). — 1908, n. 2. i 
— I progressi dell'astronomia presso i Babilonesi (Les progrès de l’astronomie chez les Babyloniens). 

— 1908, n. 8. 

Scialoja, V. (Roma): L’arbitrio del legislatore nella formazione del diritto positivo (L'arbitraire 
du législateur dans la formation du droit positif). — 1910, n. 1. 

Seott, D. H. (London): The evolution of plants (L'évolution des plantes). - 1912, n. 6. 

See. T. J. J. (Mare Island, California, U. S. A.): The new science of cosmogony (La nouvelle 
science de la cosmogonie). — 1912, n. 1. 

Seeliger, H. (Munchen): Ueber die Anwendung der Naturgesetze auf das Universum (Sur l’ap- 
plication des lois de la nature è l’Univers). — 1909, n. 4 
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Semon, R. (M#ncken): Die physiologischen Grundlagen der organischen Reproduktionsphaenomene 
(Les fondements pbpsiologignes des phénomènes organiques de reproduction). - 1910, n. 2. 

Sergi, G. (Roma): Lacune nella scienza antropologica (Quelques lacunes dans la science anthro- 
pororigne) -— 1909, n. 8. 

Severi, F. (Padova): Ipotesi e realtà nelle scienze geometriche (Hypothèses et réalité dans les 
sciences géométriques). — 1910, n. 8. 

an 3 S. (Liverpool): The «ròle » of reflex inbibition (Le role de l'inhibition réflexe). 
- n.2. 

Simmel, G. (Berlin): Beitrige zur Philosophie der Geschichte (Quelques considérations sur la 
philosophie de l’histoire). — 1909, n. 4. 

Smoluchowski, M. (Zemberg): sed und Grisse der Molekiile und Atome (Nombre et di- 
mensions des molécules et des atomes). — 1913, n. 1. 

Soddy, F. (Glasgow): The parent of radium (Le père du radium). — 1909, n. 2. 

— aid the vital problem of the future (La transmutation, robit mo vital de l'avenir). 
- n 

— The periodic law from the standpoint of radioactivity (La loi des périodes envisagée au 
point de vue de la radioactivité). — 1913, n. 8. 

Solla, R. (Pola): Die Pfianzenphysiologie in ibren Beziehungen zu den anderen Wissenschaften 
(La physiologie végétale et ses rapports avec les autres sciences). — 1907, n. 2. 

Sollas, W. J. (Oxford): The evolution of man (L'évolution de l'homme). — 1911, n. 1. 

Sombart, W.(2res/an): Die Entstehung der Stidte im Mittelalter (L'origine des villes au 
moyen àge). — 1907, n. 8. 

— Judaismus und Kapitalismus (Judaisme et capitalisme). — 1912, n. 8. 

Sommerfeldt, E. ( 7#bixgen): Grnndiagen der theoretischen Kristallographie (Les bases de la 
cristallographie théorique). — 1907, n. 8. 

Suali, L. (Pavia): Esiste una filologia ‘indiana? (Existe-t-il une philologie indienne?) - 1911, n. 4. 

Suess, F. E.(Wien): Moderne Theorien der Erdbeben nnd Vulkane (Les théories modernes sur 
les tremblements de terre et les volcans). — 1909, n. 8 et 4. 

PRELIO (Pavia): Il carattere delle leggi economiche (Le caractère des lois économiques). — 

| , n ; 

Tannery, J. (Paris): Questions pédagogiques: L'enseignement secondaire. — 1907, n. 1. 

Thomson, A. (Aberdeen): What determines sex ? (Qu’est-ce qui détermine le sexe ?). — 1912, n. 8. 

UexkaIl, J. v. (Heidelberg): Die neuen Fragen in der experimentellen Biologie (Nouvelles que. 
stions de la biologie expérimentale). — 190$8, n. 8. 

Vacca, G.(Roma): La scienza nell'Estremo Oriente (La science dans l’Extréme-Orient). — 1912, n. 2. 

Volterra, V.(Zoma): Il momento scientifico presente e la nuova Società italiana per il pro- 
trono delle scienze (Le moment scientifique présent et la nouvelle Société italienne pour 

‘avancement des sciences). — 1907, n. 

Walden, L. (Riga): Ueber das Wesen des Ltsungsvorganges und die Rolle des Mediums (Sur 
la nature du processus de solution et le ròle du ia - 1907, n. 

Wallerant, F. (Paris): Les liquides cristallisés. — 1907, n. 2. 

bt ira (Helsingfors): The origin of religious celibacy (Les origines du célibat religieux). 

White, W. H. (London): The place of mathematics in engineering practice (La place des ma- 
thématiques dans la pratique du génie). — 1912, n. 6. 

‘ Wiesner, J. (Wien) : Der Lichtbedarf der Pflanze (La quantité de lumière nécessaire è la plante). 


-1 n. 
Xénopol, A. D. (Jassp): L'idée de loi scientifique et l'histoire. — 1912, n. 6. 
Zeeman, P. (Amsterdam): L'origine des couleurs du spectre. — 1909, n. 1. 
‘ Zeuthen, G. H. AO): Quelques traits de la propagation de la science de génération en 
génération, — 1909, 
Ziegler, H. E. (./ena): Die naturliche Zuchtwahl (La sélection naturelle). — 1907, n. 1. 
Ziehen, H. (Frankfart a. M.): Die Kultur der Gegenwart (La culture intellectuelle de notre 
temps). — 1910, n. 1. 


«SCIENTIA ,, publie aussi des NOTES CRITIQUES sur des sujets 
d’actualité; des COMPTES-RENDUS sur tous les ouvrages d’intérét gé- 
néral récemment parus; des REVUES GÉENÉRALES d’Astronomie, de 
Physique, Chimie, Biologie, Physiologie, Psychologie, Économie et Socio- 
logie; des ANALYSES des articles les plus importants qui paraissent sur 
les principaux périodiques du monde; et enfin une CHRONIQUE (Congrès 
et Réunions - Nouvelles diverses) se tenant au courant de tous les événe- 
ments de haute importance scientifique. pi 


sommaires des numéros parus en 1914 (8** année) 


Première Livraison - (N. XXXIII) — (Janvier 1914) 


. H. Turner - 7lhe periodicities of Sun-Spots - (La périodicité des taches solaires). — 

M. Abraham - Dic neue Mechanik - (La nouvelle mécanique). — A. Righi - La natura 
dei raygi X - (La nature des rayons X). - M. Hartog - Samuel Butler and recent 
mnemic biological theories - (Samuel Butler et les récentes théories biologiques de la 
mémwoire). — Ph. Sagnac - L'esprit et.les progrés de la Révolution francaise. ]J*re Partie: 
Les origgines de lu Itévolution. — Ch. Guignebert - Le dogme de la Trinité. Il>me Partie: 
L'’évolution des deux triades et les preniiers conflits. 


Nota critica - Note critique - Kritische Notiz - Critical Note. 
‘R. Maunier - L'art égyptien comme erpression de la société égyptienne. 


Comptes rendus - Revues générales - Revue des Revues - Chromigue. | 
Deuxième Livraison - (N. XXXIV) - (Mars 1914) 


T.J.J. See - The lam of nature in celestial evolution - (La loi de nature dans l’évolution 
céleste). — C. Acqua - Isistono fenomeni psicologici nei vegetali? - (Eriste-t-il des phé- 
noménes psaychologiques dans les vegétaure?). — E. Durkheim - Le dualisme de la na- 
ture humaine et 88 conditions sociales. — S. Langdon - Babylonian magie - (La magie . 
babylonienne). — W.Sombart - Liebe, Lurus und Kapitalismus - (Amour, lure et ca- 
pitalisme). 


Comptes rendus - Revues générales - Revue des Revues - Chronique. 
Troisièéeme Livraison - (N. XXX VW) - (Mai 1914) 


A. Einstein - Zum: Relaticitatsproblem - (Sur le probléne de la relativité). — S. Arrhbenius - 
Das Milchstrassenproblem - (Le probléme de la Voie Lactée). — F. Bottazzi - Le atti- 
vità fisiologiche fondamentali. Primo articolo: L'attività nervosa e è processi elemen- 
tari su cui si fonda - (Les activités physiologiques fondinmnentales. Premier article: 
L’activité nervense et les processus dlémentaires qui lui servent de base). — J.A.Thomson 
- Sex-Characters - (Les caracteres seruels). — A. Meillet - Le probléme de la parenté 
des langues. — R. Michels - Economia e politica - (Economie et politique). 


Nota critica - Note critique - Kritische Notiz - Critical Note. 


A. Mieli - Les précurseurs de Galileo. 
Comptes rendus - Revues cénérales - Revue des Revues - Chronique. 
Quatrièéeme Livraison - (N. XXXVI) - (Juillet 1914) 


‘ B. Russell - Tre relation of sense-data to physics - (Les rapports des données sensorielles 
avec la physiane). — H. A. Lorentz - La gravitation. — L. Cuénot - Théorie de la préa- 
daptation. — A. Adler - Dic Individualpsychologie, ihre Voruussetzungen und Ergeb- 
nisse - (La psychologie individuelle, ses hypothéses et ses résultats). — R. Pettazzoni - 
Storia del cristianesimo e storia delle religioni - (Histoire du christianisme et histoire 
des religions). 


Nota critica - Note critique - Kritische Notiz - Critical Note. 
M. Abraham - Str le problème de la relativité. 


Comptes rendus - Revues générales - Revue des Revues - Chronique, 


Cinquième Livraison - (N. XXXVII) - (Septembre 1914) 


T. C. Chamberlin - The planetesimal hypothesis - (L'hypotlièse planéteésimate). — D. Binhorn - 
Archigonie und Deszendenetheorie - (Archigonie et théorie de la descendance). — 
C. Golgi - La moderna evoluzione delle duttrine e delle conoscenze sulla vita. Parte Ja: 
I problemi fondamentali bio-fisioloyici - (L'évolution moderne des doctrines et des 
connaissances sur la vie. [re Partie: Les problémes fondamentaux bio-physinlogiques). 
— 0. Jespersen - Inergetik der Sprache - (L'énergétiqgue du langage). — Ch. Guigne- 
bert - Le doyme de la Trinité. - I[]®me Partie: La crise arienne, S. Augustin et le 
symbole d’Athaunase. IVame Partie: Immobilité, décadence et ruine. i 


Nota critica - Note critique - Kritische Notiz - Critical Note. 
R. Maunier - Les l/ois de l'évolution de Lart. 


Comptes rendus - Revues générales - Revue des Revues - Chronique, 
Sixiéeme Livraison - (N. XXXVIII) - (Novembre 1914) 


E. Rutherford - 7e structure of the atom - (La structure de l’atome). — G. Bagge - Phy- 
stkalische Eiyenschaften und chenrische Konstitution - (Propriétés physiques et eonsti- 
tution chimique). — €. Golgi - La mivderna evoluzione delle dottrine e delle conoscenze 
sulla vita. Parte Ila: 1 problemi fondamentali psico-fisiologici - (L’évolution moderne 
dles doctrines et des connaissances sur la vie. IDme Purtie: Les problèmes fondamen- 
taux psycho-physiologiques). — W. Deonna - Qu'est-ce que l'archéologie? 


Nota critica - Note criticue - Kmitische Notiz - Critical Note, 
A. Mieli - La méthode Galiléenne et les sciences biologiques. 


Comptes rendus - Revues générales - Revue des Revues - Chronique. 


LIBRAIRIE FÉLIX ALCAN, 108, Boulevard Sainf-Germaio, Paris, 6° 


BIBLIOTHEQUE SCIENTIFIQUE INTERNATIONALE 


. Volumes in-8, cartonnés à l’anglaise; ouvrages è 6, 9 et 12 francs 


Derniers volumes parus: 


LANESSAN (J.-L. de), professeur agrégé d’histoire naturelle à la Faculté de médecine 
de Paris, ancien ministre, député. Transformisme et créationisme. Contribution 
à l’histoire du transformisme depuis l’antiquilé jusqu'à nos jours. 1 vol. in-8. 6 fr. 


CRESSON (A.), docteur ès lettres, professeur au Collège Chaptal. L’espèce et son ser- 
viteur (sexualité, moralité). 1 vol. in-8, avec 42 grav.__------_------ 6 fr. 


PEARSON (K.), professeur au Collège de l’ Università de Londres. La grammaire de 
la science (La physique). Traduit de l’anglais par Lucien March. 1 vol. in8, 9 fr. 





NOUVELLE COLLECTION SCIENTIFIQUE 


Directeur: ÉMILE BOREL 


Sous-directeur de l'École normale supérieure, Professeur à la Sorbonne. 


Volumes in-16 à 3 fr. 50 


Derniers volumes parus: 

PERCIN (Général), ancien membre du Conseil Supérieur de la Guerre. Le combat. 
Avec cartes. 

BOREL (E.). Le hasard. 

VOLTERRA (V.), professeur à l’'Université de Rome, correspondant de l’Institut, 
HADAMARD (J.), membre de l’Académie des Sciences, professeur au Collège de 
France, LANGEVIN (P.), membre de l'Institut, professeur au Collège de France 
et à l’Ecole polytechnique, et BOUTROUX (P.), professeur à l’Universite de Poi- 
tiers. Henri Poincaré. L’ouvre scientifique. L'euvre philosophique. 

MARCHIS (L.), prof. à la Faculté des sciences de Paris. Le froid industriel. Avec 104 fig. 

PAINLEVÉ (Paul), de l’Institut, BOREL (Emile) et MAURAIN, directeur de l’Institut 
aérotechnique de l’Université de Paris. L’aviation. 6° éd., revue et augm. Avec 88 fig. 

SAGERET (J?. Le système du monde. Des Chaldéens à Nemton. Avec 20 figures. 

LEROY-BEAULIEU (Paul), membre de l’Institut, professeur au Collège de France. 
La question de la population. (Couronné par l’Institut.) 

PERRIN (Jean), professeur de chimie physique à la Sorbonne. Les atomes. Avec 13 fig. 
4° édition, revue. (Couronné par l’Académie des Sciences). 

GENTIL (L.), professeur adjoint à la Sorbonne, directeur de l’Institut scientifique de 
Rabat. Le Maroc physique. Avec cartes. 


TANNERY (J.), de l'Institut. Science et philosophie, avec une notice par E. Borel. 





Envoi franco contre MmMandat-poste. 


VERLAG von WILHELM ENGELMANN in Lreipzia UND BERLIN. 





+Bach u. R. Seefelder, Atlas zur Entwicklungsgeschichte des menschlichen Auges. 

I. Lieferung S. 1-18. gr. 4. Mit 24 Figuren im Text und Tafel I-XV mit 15 Blatt 

‘fafelerklarunpéen. io lolealaidelilllosllillustot M. 20 — 

II. Lieferung S. 19-74. gr. 4. Mit 30 Figuren im Text und Tafel XVI-XXXIV. M. so 
(Die III. (Schluss-) Lieferung wird 1914 erscheinen). 

Carl Gegenbaurs Lekrbuch der Anatomie des Menschen. 8. umgearbeitete und 

vermehrte Auflage herausgegeben von M. FiirBRINGER. I. Band: Einleitung. Erster 


Abschnitt: Vom ersten Aufbau und von der Zusammensetzung des Korpers. Mit 276 
zum Teil farbigen Figuren im Text. XXI u. 689 Seiten. gr. 8. Geheftet _ M. 18 — 


in Halbfranzband gebunden -_ ___-_--.---------.---------.- M. 20,50 
III. Band, 1. Lieferung: Blutgefasssystem bearbeitet von E. GòPPERT. Mit 99 zum 
Teil farbigen Figuren im Text. 258 Seiten. gr. 8.___--.------.--.- M8— 


(Der II. Band befindet sich in Neubearbeitung). 


Briefwechsel zwischen Bessel u. Steinheil. Herausgegeben im Niltiage der Kgl. Akade- 
mien der Wissenschaften zu Berlin und Miinchen. XVI und 250 Seiten. gr. 8. M.8 — 


Richard Golaschmidt, Einfihrung in die Vererbungsmissenschaft. In 22 Vor- 
lesungen fiir Studierende, Aerzte, Ziichter. 2. Auflage. Mit 189 Abb. im Text. XII 
u. 546 S. gr. 8. Geh. M. 18—; in Leinen geb. ---------.-_-.... M. 14 — 


Willy Hellpach, Die geopsychischen Erscheinungen. Wetter, Klima und Landschaft 
in ihrem Kinfluss auf das Seelenleben. VI u. 368 S. 8 Geh. M. 6—; in Leinen 
Pe). rosanna talora M. 7,20 


Rudolf Hober, Physikalische Chemie der Zelle u. der Gervede. Dritte neubearbeitete 
Auflage. Mit 55 Figuren im Text. XV und 671 S. gr. 8. In Leinen geb. M. 17,25 


O. Kulpe, Psychologie u. Medizin (Sonderabdruck aus der Zeitschrift fiir Patho- 
psychologie. I. Bd.) VI u. 81 S. gr. 8. _--------------------- M. 1,500 


Niessl von Mayendorf, Die aphasischen Symptome und ihre corticale Lokali- 
sation. Mit 51 Figuren im Text und 7 Tafeln. XIV und 454 Seiten. 4°__ M. 82 —, 


M. Nussbaum, G. Karsten, M. Weber, Lekrbuch der Biologie fr Hoch- 
schulen. Mit 186 Abbildungen im Text. XI und 529 Seiten. gr. 8. Geheftet M. 12 — 
invLetiientpebi-a corte bitho bielle ia M. 18,25 


Ludwig Plate, Vererbungslehre. Mit besonderer Berticksichtigung des Menschen, 
fr Studierende, Aerzte und Ziichter. Mit 179 Figuren und Stammbiéumen im Text 
und 3 farbigen Tafeln. (Handbiicher der Abstammungslehre, Band II.) VIII und 
520 Seiten. gr. 8. Geheftet M. 18—; gebunden _--_-_----.----_. M. 19 — 


Ludwig Plate, Selektionsprinzip und Probleme der Artbilaung. Ein Handbuch des 
Darwinismus. Mit 107 Figuren im Text. (Handbiicher der Abstammunggslehre, 


Band I.) XVI und 650 Seiten. gr. 8. Geheftet M. 16 —; gebunden_ ___- M. 17 — 
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NUOVA EDIZIONE = 


L’opera completa si compone di 20 volumi in-16 di circa 400 pagine 
ciascuno, con copertina ornata da un disegno a colori di A. DE CAROLIS, 
vendibili anche ognuno per sè al prezzo di . . . . . . L. 2,60 


ELENCO DEI VOLUMI 


1. Discorsi letterari e storici. 12. Confessioni e battaglie. Serie seconda. 
2. Primi saggi. 13. Studi su Giuseppe Parini (Il Parini 
3. Bozzetti e scherme. minore). 
4. Confessioni e battaglie. 14. Il Parini maggiore. 
5. Cenerie faville. Serie prima (1859-1870). | 15. Studi su Lodovico Ariosto e Torquato 
6. Juvenilia e Levia Gravia. i Tasso. 
7. Ceneri e faville. Serie seconda (1871- | 16. Poesia e storia. | 
1876). 17. Odi barbare - Rime e ritmi, con un’ap- 
8. Studi letterari. pendice. 
9. Giambi ed Epodi e Rime nuove. 18. Archeologia poetica. 
10. Studi, saggi e discorsi. 19. Melica e lirica del settecento. 


11. Ceneri e faville. Serie terza (1877-1901). | 20. Cavalleria e umanesimo. 
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La collezione si vende pure legata elegantemente in tela e oro 


Prezzo dell’intera collezione legata . . . . . . = 80 


I volumi legati non si vendono separatamente 





Esistono poche copie con legatura di lusso in pelle o pergamena 
al prezzo di Lire 150. 


A chi acquisterà l’intera collezione e spedirà all’ editore Zanichelli 
in Bologna l’intero importo saranno inviati franco i venti volumi 
e come premî gratuiti l’ALBO CARDUCCIANO e {il ritratto del poeta, 
Acquaforte di L. Bompard. | 
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UN VOLUME DI TESTO stampato su carta di lusso, in-8 


grande, di seicentocinquanta pagine con oltre duecento illustrazioni in- 
tercalate, ventisei tavole fuori testo fotoincise in rame, due tricromie e 
sette vedute panoramiche. 


UNA CARTELLA contenente diciotto DAI vedute panora- 


 miche e tre carte geografiche. 


Prezzo dell’opera slegata ......... L. 25 — 
Legata in mezza pergamena. ...... L. 35 — 
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AUGUSTO MURRI 


PENSIERI E PRECETTI 


PER CURA DI 
A. GNUDI E A. VEDRANI 


Un volume in-16 con ritratto. — Prezzo Lire 4.— 


| FEDERIG0 0 ENRIQUES 


SCIENZA È RAZIONALISMO 


Un volume in-16 — Prezzo Lire 3.— 


Opere di ELIA DE CYON 


- LE GHIANDOLE SANGUIGNE 


come organi protettori del sistema nervoso centrale 
VERSIONE ITALIANA DI PIETRO ALBERTONI 


Un volume in-8 con illustrazioni. — Prezzo Lire £10.— 





To IT ET “O SITES 


I NERVI DEL CUORE 


VERSIONE ITALIANA DI F. LUSSANA 


Un volume in-8 con illustrazioni. — Prezzo Lire £10.— 
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L'ORECCHIO 


ORGANO D'ORIENTAMENTO NEL TEMPO E NELLO SPAZIO 


VERSIONE ITALIANA DI C. DONIZELLI 








Un volume in-8 con illustrazioni. — Prezzo Lire 410.— 


“ SCIENTIA ,, Rivista di Scienza 


.Toute correspondance ou enroi concernant la direction ou la ré- 
daction, doit étre adressé impersonnellement è la Direction, Milan, 
Rue Aurelio Saffi, 11, on bien au Secrétaire de la Rédaction, M. le 
Docteur PAOLO BONETTI, méme adresse. 


| On est prié d’adresser les demandes d’abonnements: pour l’Italie, 
à Nicola Zanichelli, éditenr è Bologne; pour la France, les Colonies 
francaises, la Suisse Romande et la Belgique, à Félix Alcan, édi- 
teur è Paris; pour l’Allemagne, l’Autriche, la Hollande, la Dane- 
mark, la Suisse Allemande, la Suède et la Norvège, è Wilhelm 
Engelmann, éditeur è Leipzig; pour l’Angleterre et les Colonies 
Anglaises, à Williams and Norgate, éditeurs è Londres. Pour les 
autres pays è l’un ou à Vantre de ces quatre éditeurs. 

Pour les annonces il faut s’adresser au secrétariat général è 
Milan, Rue Aurelio Saffi, 11, ou bien à Véditeur Nicola Zanichelli 

à Bologne. 


PRIX ANNUEL D’ABONNEMENT 


Italie: lire 25 
Union Postale: 30 frs. — Mk. 24 — 24 sh. 





Extrait de l’Avertissement à MM. les Auteurs. 


« Le Comité de Direction se réserve la faculté d’établir par 
«avance le programme des questions à étudier et de répartir le 
« travail entre ses éminents collaborateurs afin d’assurer è la revue 
« l’unité organique qui ne serait pas réalisable si l’on acceptait des 
« articles sur des sujets disparates, sans aucun lien entte eux, 

« fussent-ils dus è la plume de savants d’une valeur incontestabile. 
| «Tous les articles demandés, è quelque genre qu'ils appar. 
« tiennent, — articles proprement dits, notes critiques, comptes. 
« rendus, revues générales etc. — seront rétribués au méme tarif 
«de 80 frs. par feuille in-8° (16 pages). L’auteur aura en outre 
« droit, pour les Articles, Notes critiques et Revnes générales, è 
«100 extraits gratuits. 

« Les manuscrits ne sont pas rendus, pas mème ceux qui, envoyés 
« sans avoir été demandés, ne pourraient pas étre publiés ». 
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